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Funktionen einstufen

Rechnen mit Treppenfunktionen

Hinweis: Diese Aufgabe wurde an einer Treppe am Bonner Rheinufer erstellt und stellt lediglich
einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die Ergebnisse ab.

A1l Die Treppenstufen haben eine Héhe von 0,15 Metern und eine Tiefe von 0,34 Metern. Es
sind insgesamt sechs Stufen.

A2/A3 Fir die vorliegenden Stufen ergibt sich folgende Treppenfunktion:

0,15 0<z<0,34 :

0,3  0,34<z<0,68 | R
) 04 068 <z <102 4 HEE

0,6  1,02<x<1,36 b

0,75 1,36<z<1,7 et

0,9 1,7<z<204

A4 Fir die halb so hohen und halb so tiefen Stufen gilt:

(0,075 0<x<0,17
0,15 0,17 < 2 < 0,34
0,225 0,34 <z <0,51

0,3 0,51 < x < 0,68

0,375 0,68<2<0,8 = e
(@) = 0,45 0,85<z<1,02 . EZT:—A

0,525 1,02<z<1,19 ARl e

0,6 1,19<x<1,36 SEEEDETEbeR b

0,675 1,36 <z <1,53 \ GEEESEEE:

0,75 1,53 <2 <1,7
0,825 1,7<x<1,87
0,9 1,87 < 2 < 2,04

Der Graph der Treppenfunktionen hat obige Gestalt (dabei gehort der blaue Graph zu t; und
der rote Graph zu ts).

A5 Addiert man die Hohen und Tiefen fiir beide Treppen, ergibt sich jeweils eine Gesamtlan-
ge des Kantenzugs von 2, 94 Meter. Es wird deutlich, dass die Ldnge des Kantenzugs nicht von
der Feinheit der Treppenstufe abhangig ist. Wiirde man die Treppenhéhe und -tiefe nun immer
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weiter verkleinern, erhielte man also bei konstanter Lange des Kantenzugs eine Rampe. Deren
Lange ergibt sich mit Hilfe des Satzes des Pythagoras zu y/(2,04m)2 + (0,90m)2 ~ 2, 23m. Die
Kantenlange ist konstant und konvergiert nicht gegen die Lange der Rampe.

B1 Die Querschnittsfliche unterhalb der Treppenstufen lasst sich iber das Aufsummieren von
Rechteckflachen bestimmen. Es gilt:

A; = (0,15-0,34)4(0, 3-0, 34)+(0, 45-0, 34)+(0, 6-0, 34)+(0, 75-0, 34)4+(0,9-0,34) = 1,071
Fir die halb so hohen und tiefen Treppenstufen gilt analog:
12
Ay = (0,075 k) - 0,17 = 0,9945
k=1
Wir vermuten, dass mit einer zunehmenden Anzahl der Treppenstufen das Ergebnis kleiner
wird.

B2 Der Flacheninhalt A der dreieckigen Querschnittsflache unterhalb der Rampe lasst sich mit-
hilfe der Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks bestimmen. Es gilt:

A:%-2,04'O,9:0,98

Beim Vergleich von A; und A, mit A fillt auf, dass die Wahl der kleinen Treppenstufen eine
weitaus genauere Ndherung liefert. Dies leuchtet ein, weil mit immer kleiner werdenden Trep-
penstufen die Funktionswerte einer einzelnen Treppenstufe (eines Intervalls) fir immer kirzere
Intervalllangen gelten und damit hiufiger die Treppenstufen gewechselt werden, wo der Wert
wieder naher an der tatsachlichen Hohe liegt. Wahlen wir also sehr kleine Treppenstufen, er-
halten wir bessere Ergebnisse.

B3 Die Steigung ergibt sich zu m = 207’094% = 0, 44. Der Steigungswinkel ¢ ergibt sich aus
einem Steigungsdreieck mit Steigung m gemaR ¢ = arctan(m). Eingesetzt ist somit ¢ =
arctan(0,44) ~ 23, 8°. Damit ist die Rampensteigung im Intervall [15°,30°] und die Rampe
gemal den Vorgaben sicher und angenehm begehbar.

B4 In Teilaufgabe B2 ist bereits der Steigungsquotient mit 0,44 beziffert worden. Dies entspricht
also einer Steigung von 44 Prozent. Dies liegt weit Gber den fiir Rollstuhlfahrer erlaubten 6 Pro-
zent. Bauliche MalRnahmen fiir eine rollstuhlgerechte Rampe wéren beispielsweise eine Ver-
langerung der Rampe, sodass der FuBpunkt der Rampe weiter entfernt liegt oder Zick-Zack-
Rampen, die parallel zu den Treppenstufen verlaufen.

B5 Um mit einer neuen Rampe die urspriingliche Héhe von 0,9 Metern iberwinden zu kon-
nen, ohne die Steigung von 6% zu Gberschreiten, misste die Rampe 15 Meter lang sein (siehe
Abbildung).

/ﬁ_/_‘o‘em

15m

Die Querschnittsflache dieser neuen Rampe betragt:

1
5.15m.0,9m =6,75m?

TRP | Seite 2



AP ﬁ\ hQUSJOorfFfF

UNIVERSITAT [ SPAZIERGANGE STFTUNG CENTER FOR MATHEMATICS

B6 Die Rampen haben die Form von Prismen mit dreieckiger Grundflache.
Flir die Rampe aus Teilaufgabe B2 ergibt sich ein Volumen von:

1
Vi= <2‘0,9m-2,04m> ‘1,2m=~1,1m3

Es ergeben sich Materialkosten in Hohe von 1,1 m* - 95 &% — 104, 50 Euro.
Fiir die Rampe aus Teilaufgabe B4 ergibt sich ein Volumen von:

1
Vo = (2-0,9m-15m> -1,2m = 8,1m?

Es ergeben sich Materialkosten in Hohe von 8,1 m? - 95 E;—r;’ =769, 50 Euro.

Diese Aufgabe ist als intuitiver Einstieg in die Integralrechnung in der Sekundarstufe Il konzi-
piert. Ohne Vorwissen kénnen Schiilerinnen und Schiiler das Streifenprinzip von Archimedes
selbst nachvollziehen. Ziel ist es, dass Schiilerinnen und Schiiler begreifen, dass bei kleinerer
Rechteckbreite die Flachte unter einer Kurve besser approximiert wird. Gleichzeitig soll in Hin-
blick auf den (nicht curricularen) Themenkomplex Stetigkeit das Verstandnis fiir nichtstetige
(hier Treppen-)Funktionen gestarkt werden.

Die Erhebung der notwendigen Daten fiir das zuvor genannte Ziel erfolgt in den Teilaufgaben
Al und A2. Die Definition von Treppenfunktionen (im mathematischen wie auch im kontex-
tuellen Sinne) soll das Verstdandnis von stlickweise definierten, unstetigen Funktionen starken.
Teilaufgabe A5 zielt auf das Paradoxon ab, dass die Lange des Kantenzugs bei verdnderter Stu-
fenbreite gleich bleibt und nicht etwa gegen die Lange der zugrundeliegenden Rampe konver-
giert. Mit den Teilaufgaben B1 und B2 kénnen die Schiilerinnen und Schiler nun das Konzept
der Integration am praktischen Beispiel anwenden. Ein Vergleich soll zeigen, dass die Appro-
ximation bei kleiner werdenden Stufen besser wird und so ndaherungsweise der Flidcheninhalt
der Querschnittflache unterhalb der Rampe bestimmt werden kann. Teilaufgabe B3 fihrt die
Schiilerinnen und Schiiler an die Berechnung von Winkeln tGiber den Arcustangens heran.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollten mit folgenden Inhalten aus dem Mathematikunterricht
vertraut sein. Es ist sinnvoll, diese Punkte in der Stunde zuvor noch einmal anzusprechen:

¢ Umgang mit auf Intervallen abschnittsweise definierten Funktionen
¢ Definition und Berechnung des Steigungswinkels einer linearen Funktion

e Berechnung des Flacheninhalts einfacher geometrischer Flachen und des Volumens ein-
facher Korper

Nachdem die Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe bearbeitet haben, sollten sie als Lernziel

¢ das Konzept einer Obersumme begriffen haben und erklaren kénnen,
¢ ein Urteil Gber die Qualitdt der Anndaherungen geben,

e den praktischen Nutzen von Integralrechnung im Alltag begriffen haben und begriindet
Urteile im Sachzusammenhang abgeben kénnen.

Im Anschluss kann im Unterricht auch das Konzept von Untersummen behandelt werden und
das Thema Integralrechnung weiter fortgefiihrt werden.
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