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Hier gehts hoch hinaus

Exponentielles Wachstum

Hinweis: Diese L6sung wurde auf dem neuen Universitdtscampus Bonn Poppelsdorf erstellt und
stellt lediglich einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die Ergebnisse ab.

A1l Die vervollstandigte Tabelle sieht wie folgt aus:

k |1|12|3|4 |5 |6 |7 8 9 10
2F [ 2]4a[8]16]32]64] 128256512 | 1024

A2 Folgendes Bild kann die Ergebnisse aus Teilaufgabe A1 visualisieren:

1 2 3 ] 5 [ 7 8 [ ECE 1 1 1 1 1

A3 Es ist schwierig, die Punkte in ein .
Koordinatensystem einzuzeichnen, da .
die Abstande schnell sehr grofR wer- .

den. Wir kénnen die Markierungen o

auf der y-Achse ndher zusammenbrin- “ .

gen, indem wir die Abstdande auf der y- o o

Achse entsprechend wahlen. Wir kdn- " .

nen zum Beispiel die Werte auf der y- . °

Achse in jedem Schritt verdoppeln. Ei- . .

ne mogliche Skalierung des Koordina- 4 e

tensystemes sieht wie folgt aus: :

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13

A4 Wir vervollstandigen die Wertetabelle fiir logy(x):

X 12481632
logo(z) [0 |1]2[3]4 |5

Das entsprechende Koordinatensystem kann wie folgt aussehen:
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A5 Wir berechnen flr & = 1 bisk = 8  ag s fillt auf, dass fir jedes k das Ergeb-
jeweils logy(2*) und tragen die jeweiligen ¢ \uieder k selbst ist und alle unsere Punk-
Werte in ein Koordinatensystem ein. te auf einer Geraden liegen. Es fallt auRer-
dem auf, dass wir ein Ergebnis erhalten,
welches sehr dhnlich zu dem aus Teilaufga-
5 . be A3 ist. Der Logarithmus kehrt die Wer-
te der Exponentialfunktion also um. Wen-
den wir erst die Exponentialfunktion und
s . danach die passende Logarithmusfunktion
an, dann erhalten wir die Identitdtsabbil-

: ¢ dung. AuBRerdem eignet sich eine logarith-
. ) mische Achseneinteilung im Koordinaten-

system gut, um schnell groRer werdende
o : 2 3 ¢ 5 s Werte darzustellen.

B1 Der Umfang U der Erde lasst sich mit der Formel U = 2-7-r bestimmen, wenn der Erdradius
r bekannt ist. Es folgt:

U=2 7m-6.378,137 km =~ 40.075,0167 km

Der Umfang der Erde betragt demnach ungefahr 40.075,0167 Kilometer.

B2 Ein Stein hat eine Ldnge von 30 Zentimetern.
30 cm = 0,0003 km
Teilt man den Erdumfang durch die Léange eines Steines, erhdlt man:
40.075,0167 km = 0,0003 km = 133.583.389

Setzen wir die Tabelle aus Teilaufgabe A1l fort sehen wir, dass 226 — 67.108.864 der letzte Wert
von 2F ist, der noch unter 133.583.389 ist. Bei 30 Zentimeter langen Steinen bendtigt man also
26 Personen, um auf diese Weise die Erde zu umrunden, ohne eine zweite Umrundung der Erde
zu beginnen.

B3 Um den genauen Wert fiir k anzugeben muss log,(133.583.389) berechnet werden.
log,(133.583.000) =~ 26,9932

Mit 226:9932 Steinen wiirde man also die Erde fast genau umrunden.

B4 Fiir eine Klasse mit 31 Schilerinnen und Schiilern ergeben sich folgende Rechnungen:

231 — 92.147.483.648
2.147.483.648 - 0,0003 km ~ 644.245,0944 km
644.245,0944 km <+ 40.075,0167 km ~ 16,08

Die Steinlinie misste also circa 644.245 Kilometer lang sein, was in etwa 16 Erdumrundungen
entspricht.
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C1 Die Anzahl der Stufen unserer Treppe ergibt sich aus der Entfernung zum Mond geteilt durch
die Hohe der Stufen, wir rechnen also:

385.000 km = 0,0003 km ~ 1.283.333.333,34
Die notige Personenanzahl nach unserem Muster ergibt sich dann als:
log,(1.283.333.333,34) ~ 30,26

Die einunddreiligste Person ware demnach die erste auf dem Mond.

C2 Eine weitere klassische Demonstration fir das schnelle Wachstum von Exponentialfunktio-
nen ist die Visualisierung mithilfe eines Schachbretts und Reiskdrnern. Dabei soll auf das erste
Feld des Schachbretts ein Reiskorn gelegt werden und die Anzahl an Reiskdrnern auf jedem fol-
genden Feld verdoppelt werden. Hierbei steigt die Anzahl der bendtigten Reiskérner quasi ins
Unermessliche.

D1 An dieser Stelle kann diskutiert werden, inwiefern der Wunsch nach Reis wertvoll ist. Schii-
lerinnen und Schiiler, die die Reiskornlegende bereits kennen oder die Reismenge fiir die ersten
paar Schachfelder ausgerechnet haben, werden schnell feststellen, wie grol§ die Menge an Reis
wird, die Budiram am Ende bekommt.

D2 Die folgende Tabelle gibt die Reismenge fiir die ersten 10 Felder an:

Feld | Anzahl Reiskdrner
1
2
4
8
16
32
64

128

256

512

[y

O 00 NOULL D WN

=
o

D3 Die Anzahl der Reiskérner verdoppelt sich von Feld zu Feld. Mathematisch lasst sich dieser
Sachverhalt mit folgender Exponentialfunktion beschreiben: f(x) = 2%~1

D4 Auf dem 64. Feld wiirden 264~1 =~ 9,223 . 10'8 Reiskorner liegen.

D5 Die gesamte Reismenge lasst sich mithilfe der geometrischen Summenformel berechnen:

Nkl e 1200 19
k=1 k=0

Insgesamt bekdme Budiram also 1, 84 - 10'° Reiskrner. Was fiir eine unvorstellbar groRe Zahl!

EXP | Seite 3



UNIVERSITAT =l SPAZIERGANGE SIS CENTER FOR MATHEMATICS

(| o F—— lﬁ\ hQusdorff

D6 650 000 000 Tonnen Reis = 6, 50 - 10® Tonnen Reis = 6, 50 - 10! Kilogramm Reis.

Da ein Kilogramm Reis aus circa 33.333 Kérnern Reis besteht, wurden im Jahr 2007 etwa 2, 17 -
10'6 Korner Reis produziert (denn: 33333 - 6,50 - 101 ~ 2,17 - 1016).

Teilt man nun die Anzahl der Reiskérner auf dem Schachbrett (1, 8 - 10'°) durch die Anzahl der
Korner der Weltproduktion pro Jahr (2, 17 - 10'6) erhalt man die Anzahl an Jahren, die benétigt
werden, um die Reismenge auszuliefern:

1,810

517107 829, 49

Es wiirde also circa 829 Jahre dauern, um die gewiinschte Reismenge auszuliefern, wenn der
Konig Gber den weltweit produzierten Reis bestimmten diirfte.

D7
k | 2F |o0,5*
1] 2 |o5
2| 4 |025
3| 8 |0125
4 | 16 | 0,0625
5 | 32 | 003125
6 64 0,015625
7 | 128 | 0,0078125
8 256 | 0,00390625
9 | 512 | 0,001953125
10 | 1024 | 0,0009765625

Wahrend sich die Zahlen in der zweiten Spalte von Schritt zu Schritt verdoppeln, halbieren sich
die Zahlen in der dritten Spalte mit jedem Schritt. Mit 2% wird exponentielles Wachstum und
mit 0, 5 exponentieller Zerfall dargestellt.

Dieser mathematische Spaziergang richtet sich an Schilerinnen und Schiiler der Sekundarstu-
fe 2 und behandelt das Thema Exponential- und Logarithmusfunktionen. Die Aufgaben dienen
dazu, ein grundlegendes Verstandnis und Gefiihl fir exponentielles Wachstum und Zerfall zu
entwickeln, welches dann im anschlieBenden Unterricht vertieft werden kann.

Grundlagen aus diesem Themenbereich sollten vor dem Mathematischen Spaziergang bereits
behandelt worden sein.

Alle drei Aufgabenteile dienen zur Visualisierung des exponentiellen Wachstums. Die Schiile-
rinnen und Schiiler sollen vor Ort und mithilfe von Gedankenexperimenten erfahren, was es
heildt, dass etwas exponentiell wachst. Mit Aufgabenteil A sollen sie zusatzlich ein Verstandnis
des Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion entwickeln.

Insgesamt wurde fir diesen Spaziergang eine Zeit von etwa 120 Minuten angesetzt. Da Auf-

gabenteil D jedoch etwas mehr Zeit in Anspruch nehmen kann, kann dieser Aufgabenteil als
Zusatzteil behandelt werden.
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