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Sitzt? Passt? Wackelt? Oder hat doch noch Luft?

Bruckenbdgen modellieren

Hinweis: Die folgende L6sung wurde an einem Briickenbogen am Bonner Rheinufer erstellt und
stellt lediglich einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die Ergebnisse ab.

A1l Mithilfe des Winkelmessers ergibt sich bei einer Augenhdhe von 1, 90 Metern und 10 Metern
Abstand zur Briicke ein Winkel von 32°. Somit ergibt sich fir die Hohe des Briickenbogens:

hBrUckenbogen - 17 9
10
= hBrUckenbogen =10- tan(32°) +1,9%=8,1Im

tan(32°) =

Misst man die Hohe des Briickenbogens durch Ausmessen und Abzdhlen der Briickensteine, so
erhalt man folgendes: Im rechteckigen Teil der Briicken6ffnung zahlt man eine Héhe von 10
kleinen und 3 groRen Steinen, wobei die kleinen Steine eine Hohe von 30 Zentimetern und die
groRen Steine eine Hohe von 40 Zentimetern haben. Im parabelférmigen Bereich des Briicken-
bogens zahlt man weiterhin eine Héhe von 4 groRen und 6 kleinen Steinen. Insgesamt erhalt
man also eine geschatzte Hohe von

herockenbogen = (10 + 6) - 0,30m + (3 4 4) - 0,40m = 7, 60m

Wir rechnen im Folgenden mit einer Hohe von 8, 10 Metern weiter.

A2 Als Breite fuir den Bogen lassen sich 17,50 Meter messen, woraus die Koordinaten S =
(8,75|8,1) fur den Scheitelpunkt folgen. Wir ermitteln den Wert von y, indem wir die Hohe der
Briickensteine addieren. Wir erhalten y = f(0) = 4,2 (Angaben in Metern). Somit ergibt sich
die Scheitelpunktform:

f(z) =a(x —8,75)% + 8,1

Mit f(0) = 4,2 folgt a = —0, 05 und folglich
f(z) ~ —0,05(z — 8,75)% + 8,1

A3 Wir zeichnen den Funktionsgraphen:

5=(8.75,8.1)

(0,4.2)
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B1 Zuerst muss der Graph der Funktion f aus Tellaufgabe A3 so zum Graphen der neuen Funk-
tion f verschoben werden, dass der Graph von f symmetrisch zur y-Achse liegt. Hierflr ergibt
sich folgende Funktionsgleichung:

f(z) = —0,05(x — 8,75 +8,75)% + 8,1 = —0,052% + 8,1
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Um die Extremwertaufgabe zu I6sen, missen die Schilerinnen und Schiiler die Funktion der
Rechtecksflache A der Kantenldngen a und b

A(a,b)=a-b

mithilfe der Nebenbedingung

Cray —0,05 B
f(§)_ a8 1=)

maximieren. AuBerdem muss noch gelten, dass a € [0;17,5]. Wir stellen nun die Zielfunktion
als Funktion von a dar: 0.05
Ala) = T"a3+8,1a

Fir die erste und die zweite Ableitung der Zielfunktion erhalten wir:

0,15

Alla) = — 1 a®+ 8,1
1
A//(a) = —0725 - a

Die notwendige Bedingung zur Bestimmung eines Maximums lautet

32,4
0,15

0=A)ea==+ Sa~+14,7

Der negative Wert ist nicht von Belang, da a als Breite des Rechtecks positiv sein muss. Eingesetzt
in die zweite Ableitung fir die hinreichende Bedingung ergibt sich:

1
A74,7) = 22

14,7~ -1,1<0

Somit liegt bei a = 14, 7 ein lokales Maximum vor. Nun vergleichen wir noch mit den Werten
am Rand:
A0)=0
A(14,7) =~ 79, 36
A(17,5) ~ 74,76
Somit handelt es sich um ein globales Maximum. Der Flacheninhalt des optimalen Rechtecks

betragt 79, 36 Quadratmeter und entsteht bei a = 14, 7. Nun wollen wir noch die Héhe b des
optimalen Rechtecks bestimmen:

79, 36 m?
b= Ta7m So4m

Damit kann der Gabelstapler héchstens Ladung mit einer rechteckigen Flache von 79, 36 Qua-
dratmetern durch den Briickenbogen transportieren.

B2 Fur den ersten Fall erhalten wir die Funktion
0,05

A*(a) = _T’-a3+7,6a

Analog zu Teilaufgabe B1 erhalten wir a = 14, 2 Meter. Mit A*(14,2) = 72, 13 Quadratmetern
folgt b = 5,1 Meter.
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Im zweiten Fall betragt die zuldssige Durchfahrtshéhe fiir dieses Beispiel b = 5,4 Meter. Das
entspricht zufdllig dem Wert aus Teilaufgabe B1. Damit folgt f (%) = 5,4 und es ergibt sich
wieder eine zuldssige Breite von a = 14, 7 Meter. Dies ergibt wieder eine Querschnittsflache von
79,36 Quadratmetern. Wenn wir andere zuldssige Durchfahrtshéhen festlegen (oder andere
Lernorte anschauen), dann kann es hier natiirlich andere Losungen geben als in Teilaufgabe B1.

B3 Die gesuchte Flache kénnen wir mithilfe der Integralrechnung berechnen. Hierzu missen
wir zunachst die Dicke an der diinnsten Stelle der Briicke (am Scheitelpunkt) messen. In diesem
Beispiel liegt sie bei etwa 1,4 Metern. Dann gilt

17,5
2 .
Agesamt:2' (975'1775_/175f($)d$>
2 ~
:2-9,5-17,5—4-/ f(z)dz
0
0,05 8,75
:332,5—4[—77953—1—8,1;8}0

)
=332,5—4-(—-—-875°+8,1-8,75—0
? < 300 9 + Y ) )

~ 332,95 — 238,8 = 93,7

Damit ist Putz fir rund 93,7 Quadratmeter notwendig.

In dieser Aufgabe werden folgende Inhalte thematisiert:
e Losen von klassischem Extremwertaufgaben
¢ Verschieben von Funktionsgraphen
e Berechnungen bestimmter Integrale bei Parabelfunktionen

Die bendétigten Vorkenntnisse sollten zuvor im Unterricht erworben worden sein. Das Lernziel
der Aufgabe ist es, dass die Schiilerinnen und Schiiler ihr mathematisches Verstdandnis auf eine
konkrete kontextgebundene Situation anwenden kénnen. Die Aufgabe ist sowohl mit Schiile-
rinnen und Schiiler aus Leistungskursen als auch aus Grundkursen durchfiihrbar.

Die ersten drei Teilaufgaben beschaftigen sich mit der mathematischen Modellierung des Brii-
ckenbogens. In Teilaufgabe Al sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Hohe des Briickenbogens
ermitteln. Dafiir gibt es verschiedene Mdglichkeiten. Die Lehrkraft sollte hier in Abhangigkeit
der gewihlten Ortlichkeit entscheiden, welche Méglichkeiten ausprobiert werden. Teilaufgabe
A3 dient als Uberleitung zur Extremwertaufgabe. Durch die Zeichnung sollen die Schiilerinnen
und Schiiler eine bessere Vorstellung von der gesuchten Flache erhalten.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen in den Teilaufgaben B1 und B2 ihr mathematisches Wissen
zu Extremwertaufgaben anwenden und gleichzeitig auf einen Kontext beziehen. In Teilaufgabe
B3 wird das Wissen zur Berechnung bestimmter Integrale bei Parabelfunktionen abgepriift.
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