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Auf Kurven sonnen

Modellierung einer Liegebank

Diese L6sung wurde an einer Liegebank an der Bushaltestelle Antoniusplatz in 53819 Neunkirchen-
Seelscheid erstellt und stellt lediglich einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die
Ergebnisse ab.

n .
A1 Eine reelle Funktion p(z) = > ap—iz" ", n € NU{0}, a; € R, a,, # 0 heilt Polynom-
i=1

funktion oder ganzrationale Funktion vom Grad n. Die reellen Zahlen a; heiBen Koeffizienten
der ganzrationalen Funktion.

Demnach ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades in Abhangigkeit der Variablen x € R
und der Konstanten a, b, ¢,d € R, a # 0 gegebendurch f : R — R, f(z) = ax3+br?+cx+d
a,b,c,d € R, a #0.

f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ " (x) = 6ax + 2b 1" (x) = 6a

A2/A3 Ein geeignetes Koordinatensystem kann wie folgt aussehen und die gemessenen Daten
sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Horizontalentfernung (dm) Hohe (dm)
8 0 11
& 4
6
10 5]
4 15 3

A4

Entlang der Riickenlehne bis zur Sitzflache (loka-
les Minimum) ist die Profilkurve der Liegebank
streng monoton fallend. Zwischen dem lokalen
6 Minimum und der Erhebung fiir die Beine (loka-
les Maximum) ist sie streng monoton steigend
und rechts von dem lokalen Maximum streng
monoton fallend.
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B1
fl(O) =11 d=11
f1(6) =4 6%a +6%b+6c+d = 4
f1(10) =5 10%°a+ 100+ 10c+d= 5
fi(15) =3 15°a+15%°b+ 15c+d = 3

Durch Anwendung des GauB-Algorithmus erhalt man die Lbsungen a=— 00, b= ézgg,

¢ =—51T d = 11. Somit ergibt sich die Funktion fi(z) = —zrlsa3 + 3022 — 5110 + 11,

B2 Es gilt:
1997 517
fi(z) = 5400 a® + 5400952 — fso¢ + 11

f1ist in R differenzierbar, da f; ein Polynom ist. Somit ist f; insbesondere auf dem Intervall
[0,15] differenzierbar. Daher kdnnen die Ableitungen gebildet werden:

424 1997 517
fi(z) = 1§90 + 2@00 ~ 180
1(x) = T+

/// 999 2700

1'(#) = =505

Falls z, € [0,15] ein lokales Extremum fiir f ist und f7 in x, differenzierbar ist, dann gilt

fi(as) =0

LT e 1997 SIT o, 1997 1800 517 1800
18007 © 2700 180 * 27007 77 180 77
5 3994 470
x*—%—lx*—i— 7 =0
M*:1997i¢<1997>2_470
231 231 7
<:>$*%@\/m*z5—7
- ] 100 5
f (51700)~%5>0:>M|mmum
" ~ .
f (€)~—2—5<O:>MaX|mum

Also ist (353 4) ein lokales Minimum und (2, 213) ein lokales Maximum von f;. Diese Werte
stimmen nicht genau mit den gemessenen Koordinaten der Extrempunkten (6,4) und (10, 5)

Uberein.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse ergibt sich folgendermaRen: f1(0) = 11. Der Schnittpunkt
liegt also bei (0, 11), also in einer realen Hohe von 110 Zentimetern.

B3 Um die Profilkurve der Liegebank zu modellieren, kénnen nicht nur vier, sondern sechs Be-
dingungen formuliert werden. Zusatzlich zu den vier Bedingungen aus Teilaufgabe B1 kann ge-
nutzt werden, dass beide Extremstellen zugleich Nullstellen der ersten Ableitung sind. Damit
ergeben sich die folgenden Bedingungen und wir kdnnen eine ganzrationale Funktion fiinften
Grades entwickeln fo : R — R, z — a1z’ + asx* + asz® + asx? + asx + ag, a; € R,
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i€{1,2,3,4,5,6}, a1 #0:

f2(0) =11 ag =11
fa(6) =4 6%a; + 6%as + 63a3 + 6%a4 + 6as +ag = 4
f5(6) =0 5-6%1 +4-6%a2+3-6%a3+2-6as+a5= 0
f2(10) =5 10%a; + 10%ag + 10%az + 10%a4 + 10a5 +ag = 5
f(10)=0 5-10%; +4-10%az + 3 - 10%a3 +2 - 10as + a5 = 0
f2(15) = 3 15%a; + 15%as + 15%a3 + 15%a4 + 15a5 + ag = 3

Das Losen des linearen Gleichungssystems liefert die Funktion:

_ 41 .5 12251 _4 , 149113 3 _ 11682 _ 1019
f2(2) = 151500 972000%  t 972000 2025 toso + 11,

B4 Es werden die Wendestellen von f, berechnet:

41 , 49004 5 447339 5, 2336 1019

!/ _ _ _ —_
£2(*) = 55007 ~ 972000% T 9720007  2025° 1080
rigy - 161 o 1012, S9U6TS 2336
2

243007 972000 T 972000" ~ 2025

Wir setzen die zweite Ableitung gleich Null und erhalte die Wendestellen: z1 ~ 1,68, x5 =~ 7,93
und x3 ~ 12,80

Nachmessen zeigt, dass die berechneten Wendestellen gut mit den realen Bedingungen Gber-
einstimmen.

C1 In Teilaufgabe B2 wurde die Wendestelle bereits annahernd bestimmt. Einsetzen der ent-
sprechenden Wendestelle in f; liefert den gesuchten Wendepunkt: (8, %) (Der Graph geht im
Wendepunkt von einer Links- in eine Rechtskrimmung tber.) und anschlielend die Tangente
: 73 ., 38 73
im Wendepunkt g(z) = f3(8)x + &5 = {552 + £5-

AY

Y

C2 und C3 Individuelle Losungen
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Die Differenzialrechnung stellt Mittel bereit, um Funktionen auf wichtige Eigenschaften wie et-
wa Monotonieverhalten, Extremwerte oder Krimmungsverhalten zu untersuchen. Eine Kurven-
diskussion kann unter zwei Gesichtspunkten gesehen werden: Einerseits ldsst sich von einer ge-
gebenen Funktion auf ihre Eigenschaften schlieRen (klassische Kurvendiskussion), andererseits
kénnen Eigenschaften vorgegeben werden und man sucht eine passende Funktion (umgekehr-
te Kurvendiskussion oder sogenannte Steckbriefaufgaben). Dieser Mathematische Spaziergang
behandelt eine umgekehrte Kurvendiskussion anhand des Anwendungsbeispiels einer Liege-
bank. Eine solche Liegebank hat, abhangig von dem Ort, an dem sie aufgestellt ist, unterschied-
liche Namen: Relaxbank, Wellnessbank oder Waldsofa.

In dieser Aufgabe beschaftigen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit ganzrationalen Funktio-
nen. Die Modellierung der Liegebank erfolgt im Stil einer Steckbriefaufgabe. Dieses Aufgaben-
feld ist Unterrichtsinhalt der Sekundarstufe Il. Die Schiilerinnen und Schiiler sollten Funktionen
dritten Grades im Unterricht bereits kennengelernt haben und bestenfalls auch eine vollstan-
dige Kurvendiskussion durchgefiihrt haben, damit sie mit der Aufgabenstellung zurechtkom-
men. Daneben brauchen die Schilerinnen und Schiiler Kenntnisse im Losen von Gleichungs-
systemen und Steckbriefaufgaben. Der Begriff des Monotonieverhaltens von Funktionen muss
jedoch nicht zwingend zuvor im Unterricht eingeflihrt worden sein. Dieses Themenfeld kann
gut anhand des Beispiels der Liegebank eingefiihrt und erklart werden.

In Aufgabenteil A sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Profilkurve der Liegebank zunachst
als ganzrationale Funktion dritten Grades betrachten. Die Liegebank soll vermessen und bereits
gelerntes Wissen aktiviert werden.

In Aufgabenteil B sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Liegebank als ganzrationale Funktion
dritten Grades modellieren. Sie werden feststellen, dass die in einem Gleichungssystem gestell-
ten vier Bedingungen nicht genligen, um die Profilkurve der Liegebank exakt darzustellen. Es soll
diskutiert werden, warum die Profilkurve der Liegebank nicht bestméglich durch eine ganzra-
tionale Funktion dritten Grades modelliert werden kann, sondern eine ganzrationale Funktion
finften Grades die bessere Wahl darstellt. AuBerdem werden in den Aufgabenteilen B und C
klassische Rechnungen einer Kurvendiskussion durchgefiihrt. Weiterhin geht es in Aufgabenteil
C um eine praxisorientierte Auseinandersetzung mit der in Teilaufgabe B3 aufgestellten ganzra-
tionalen Funktion fuinften Grades.

In Teilaufgabe C1 miissen die Schiilerinnen und Schiiler die Tangente im Wendepunkt der Funk-
tion bestimmen. Auch dies sollte vorher im Unterricht eingelibt werden.

Flr die Durchfiihrung des Spaziergangs werden ein Zollstock oder ein MaRband, Taschenrech-
ner und Schreibmaterial bendtigt.
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