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Mit deM AUTo unterwegs

Signifikanztests im Strafdenverkehr

Hinweis: Diese L6sung wurde an einem Montagnachmittag in der Meckenheimer Allee in Bonn
erstellt und stellt lediglich einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die Ergebnisse
ab.

A1l In einem Zeitraum von zehn Minuten wurden folgende Daten erhoben:

StralRenseite 1 (Richtung Innenstadt): Autos mit anderen Kennzeichen: 29
Autos mit Bonner Kennzeichen: 26
StralRenseite 2 (von der Innenstadt kommend): | Autos mit anderen Kennzeichen: 10
Autos mit Bonner Kennzeichen: 26

A2 Gesamtzahl der vorbeigefahrenen Autos: 91, davon:

e Autos mit anderem Kennzeichen: 39

e Autos mit Bonner Kennzeichen: 52

Anteilig hatten % ~~ 43% der beobachteten Autos ein fremdes Kennzeichen, wahrend g—f ~
57% ein Bonner Kennzeichen hatten.

A3 In Teilaufgabe A2 wurde berechnet, dass der Anteil der Autos mit einem Kennzeichen einer
anderen Stadt/eines anderen Kreises annahernd 43% betragt. Dies nehmen wir als Anndherung
far die Wahrscheinlichkeit p und stellen daher die Hypothese Hy : p = 43% = 0,43 auf.
Unsere Beobachtungen aus Teilaufgabe A1l lassen sich als Binomialverteilung auffassen, wenn
man jedes vorbeifahrende Auto als Bernoulli-Experiment betrachtet, bei dem ein Erfolg vor-
liegt, wenn das Auto ein Kennzeichen einer anderen Stadt/eines anderen Kreises hat und ein
Misserfolg vorliegt, wenn das Auto ein Bonner Kennzeichen hat. Dannist p = 0, 43 unsere Tref-
ferwahrscheinlichkeit und die Anzahl aller beobachteten Autos ist unser Stichprobenumfang.
Die Testgrofle X gibt an, wie viele der vorbeigefahrenen Autos ein Kennzeichen einer anderen
Stadt/eines anderen Kreises hatten.

A4 Nullhypothese Hy: p = 0,43 (vgl. Teilaufgabe A3)
Alternative H1: p # 0,43
Wir entscheiden uns fir n = 90 als Stichprobenumfang und a = 5% als Signifikanzniveau.

Wir bestimmen den Annahmebereich unserer Hypothese, indem
wir (mit dem Taschenrechner) eine Tabelle der kumulierten Wahr-

scheinlichkeiten von X zu unserem n und p erstellen und daraus r | P(X <)
die kleinsten Zahlen a und b ablesen, sodass P(X < a) > § = 59 0’02_4
0,025 und P(X <b) >1— 5 =0,975. 30 0,039
Wir suchen also das kleinste a, fiir das in der Tabelle der kumulier- ) )

ten Wahrscheinlichkeiten der Wert von 0,025 Uberschritten wird : :

und das kleinste b, fiir das der Wert von 0, 975 lberschritten wird. 47 0,969
Einen Auszug der Tabelle findet man in der nebenstehenden Tabel- 48 0,981

le. Aus dieser Tabelle kann man a = 30 und b = 48 ablesen. Somit
ist der Annahmebereich [30; 48].
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Die neue Datenerhebung an der StralRe ergibt:

Gesamtzahl der vorbeigefahrenen Autos: 90
davon: Autos mit anderen Kennzeichen: 31
Autos mit Bonner Kennzeichen: 59

Da hierbei 31 Autos kein Bonner Kennzeichen hatten und 31 im Annahmebereich liegt (31 €
[30, 48]), wird unsere Nullhypothese durch den Test bestatigt und wir kénnen sie annehmen.
B1 Es werden nun die beiden Signifikanzniveaus a1 = % = 2,5% und as = 2a¢ = 10% be-
trachtet.

Analog zu Teilaufgabe A4 bestimmen wir den Annahmebereich, r | P(X <)
indem wir (mit dem Taschenrechner) eine Tabelle der kumulierten
Wahrscheinlichkeiten von X fiir unser p = 0,43 und den Stich- 27 | 0,00776
probenumfang n = 90, den wir in Teilaufgabe A4 gewahlt haben, 28 | 0,01394
erstellen. Daraus lesen wir (wie in Teilaufgabe A4) die Grenzen
unseres Annahmebereiches ab. Dabei suchen wir diesmal fir
a1 = 2,5% das kleinste aq, fiir das in der Tabelle der kumulierten 30 | 0,03921
Wahrscheinlichkeiten der Wert von % = 0,0125 Uberschritten
wird und das kleinste by, fur das der Wert von 1 — % = 0,9875 31| 0,06155
Uberschritten wird. : :

Analog suchen wir fir s = 10% das kleinste a», fiir das der 45 | 0,92562

Wert von % = 0,05 Gberschritten wird und das kleinste by, flr 46 | 0,95102
das der Wertvon 1 — % = 0, 95 Uberschritten wird.
Wie der Tabelle zu entnehmen ist, ergibt dies den Annahme-
bereich [28;49] fur das Signifikanzniveau «; = 2,5% und den 43 | 0.98108
Annahmebereich [31; 46] fur das Signifikanzniveau ay = 10%. ’

49 | 0,98892

B2 Die drei unterschiedlichen Annahmebereiche sind:
o flray = 2,5%: [28;49],
o fur a = 5%: [30; 48|,
o flr ag = 10%: [31; 46].

Wie man erkennt, wird der Annahmebereich fiir ein steigendes Signifikanzniveau immer kleiner,
er umfasst also immer weniger Werte und ist damit immer schmaler um den Erwartungswert
verteilt.

Die Nullhypothese Hy : p = 0,43 aus Teilaufgabe A3 kann fiir alle drei Signifikanzniveaus an-
genommen werden.

B3 Allgemeine Regel: Je groRer das Signifikanzniveau ist, desto kleiner ist der Annahmebereich.
Somit darf die Datenerhebung mit steigendem Signifikanzniveau nur noch weniger vom Erwar-
tungswert abweichen, damit die Hypothese noch angenommen wird.

B4 Ein niedriges Signifikanzniveau fiihrt, wie wir gesehen haben, zu einem groReren Annah-
mebereich. Wenn die Hypothese richtig gewahlt wurde, ist dies vorteilhaft, da auch kleinere
»AusreilRer” in der Datenerhebung toleriert werden und nicht zum (félschlichen) Verwerfen der
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Hypothese fihren. Ist die Hypothese jedoch falsch, so steigt mit einem niedrigen Signifikanzni-
veau die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese durch den Signifikanztest bestatigt wird, ob-
wohl sie eigentlich falsch ist, sie also falschlicherweise akzeptiert wird.

Bei einem hohen Signifikanzniveau hingegen ist der Annahmebereich kleiner. Daher kann es
schneller passieren, dass eine richtige Hypothese wegen kleinerer ,AusreiSer” in der Datener-
hebung félschlicherweise verworfen wird. Andersherum ist dies bei einer falschen Hypothese
vorteilhaft. Denn in diesem Fall fallt der erhobene Wert haufiger in den recht groflen Ableh-
nungsbereich, wodurch falsche Hypothesen zuverlassiger erkannt und verworfen werden kén-
nen.

C1 Es werden nun die beiden Stichprobenumfange n; = % = 45 und ny = 2n = 180 be-
trachtet.

Analog zu Teilaufgabe A4 bestimmen wir den Annahmebereich, indem wir (mit dem Taschen-
rechner) eine Tabelle der kumulierten Wahrscheinlichkeiten von X fiir die beiden verschiede-
nen Stichprobenumfange n; und ns und unsere Trefferwahrscheinlichkeit p = 0, 43 erstellen
und daraus die Grenzen unseres Annahmebereiches ablesen.

Wie in der linken Tabelle zu erkennen ist, ergibt dies den Annahmebereich [13; 26] fur den Stich-
probenumfang ni = 45. Der rechten Tabelle kann man entnehmen, dass der Annahmebereich
fur den Stichprobenumfang ny = 100 [64; 90] ist.

r | P(X <r) r | P(X <r)
12| 0,01784 63 | 0,01750
13| 0,03717 64 | 0,02531
25| 0,96735 89 | 0,96528
26 | 0,98390 90 | 0,97528

C2 Bei unserer Nullhypothese aus Teilaufgabe A3: Hy : p = 0,43 ware der Erwartungswert
der TestgroRe X:

e p-ny =0,43-45 = 19 fiur den Stichprobenumfang n; = 45,
e p-n =0,43-90 ~ 39 furn = 90,
e p-ng=0,43-180 = 77 fir ny = 180.

Wenn das Testergebnis an der Stral3e ergabe, dass der Erwartungswert um 10 Autos Ubertroffen
wird, dann ware dies:

e 19 + 10 = 29 Autos aus anderen Stadten/Kreisen fiir den Stichprobenumfang n; = 45,
e 39 4 10 = 49 firn = 90,
e 77+ 10 = 87 fur ng = 180.
Damit wiirde die Nullhypothese:
o fur (den Stichprobenumfang) ny = 45 verworfen werden, denn 29 ¢ [13; 26],
e fir (den Stichprobenumfang) n = 90 verworfen werden, denn 49 ¢ [30; 48],

e fir (den Stichprobenumfang) no = 180 angenommen werden, denn 87 € [64;90].
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Wie man sieht, muisste die Nullhypothese bei einer Abweichung um 10 vom Erwartungswert bei
einem geringeren Stichprobenumfang (wie n; = 45 und n = 90) verworfen werden, wahrend
sie bei einem grolReren Stichprobenumfang (wie ny = 180) trotz derselben absoluten Abwei-
chung beibehalten werden kdnnte.

C3 Allgemeine Regel: Bei einem kleinen Stichprobenumfang gentigt schon eine kleinere absolu-
te Abweichung des Testergebnisses vom Erwartungswert, damit die Hypothese verworfen wird.
Bei einem groRen Stichprobenumfang hingegen kann die Hypothese bei der gleichen absoluten
Abweichung vom Erwartungswert noch akzeptiert werden. Hier ist eine viel groRere Abwei-
chung vom Erwartungswert notig, damit die Hypothese verworfen wird.

C4 Wenn das Testergebnis um 20% nach oben vom Erwartungswert abweichen wiirde, dann
entsprache dies:

e 19 + (0,2 - 19) ~ 23 Autos aus anderen Stadten/Kreisen fur den Stichprobenumfang
ny = 45,

* 39+ (0,2-39) ~ 47 furn = 90,
e 774 (0,2-77) ~ 92 fur ny = 180.

Flr das Ergebnis des Signifikanztests wiirde dies bedeuten, dass die Hypothese:
e fur den Stichprobenumfang n; = 45 angenommen werden kann, denn 23 € [13; 26],
e fir den Stichprobenumfang n = 90 angenommen werden kann, denn 47 € [30; 48],
e fir den Stichprobenumfang ns = 180 verworfen werden muss, denn 92 ¢ [64; 90)].

C5 Allgemeine Regel: Die gleiche prozentuale Abweichung des Testergebnisses vom Erwartungs-
wert wirkt sich auf einen Signifikanztest mit groBem Stichprobenumfang starker aus als auf ei-
nen Signifikanztest mit kleinerem Stichprobenumfang. So geniigt bei einem grofRen Stichpro-
benumfang schon eine kleinere prozentuale Abweichung, um die Hypothese zu verwerfen, wah-
rend dafiir bei einem kleineren Stichprobenumfang eine gréRere prozentuale Abweichung notig
ist.

D1 Wie in Teilaufgabe B4 zu sehen war, sind sowohl ein sehr hohes als auch ein sehr niedriges
Signifikanzniveau nachteilig. Daher ist etwa o« = 5% ein sinnvolles MittelmaR und wird deshalb
auch haufig als Signifikanzniveau verwendet.

Der Stichprobenumfang sollte recht hoch sein, damit kleinere zuféllige absolute Abweichungen
vom Erwartungswert den Test nicht falschlicherweise beeinflussen und dazu flihren, dass die
Hypothese verworfen wird, obwohl sie eigentlich richtig gewéahlt war. Ein hoher Stichproben-
umfang ist darlber hinaus hilfreich, wenn eine falsche Hypothese vorliegt. Denn dann kommt
es aufgrund der fehlerhaften Hypothese zu prozentualen Abweichungen vom Erwartungswert,
die bei einem hohen Stichprobenumfang eher das Verwerfen der Hypothese bewirken als bei
einem niedrigen Stichprobenumfang. Zu hohe Stichprobenumfiange sind jedoch schwierig um-
zusetzen, da dafiir viel Zeit und Arbeit aufgewendet werden muss. Daher genigt fiir unsere
Aufgabe ein Kompromiss von etwa n = 100 als Stichprobenumfang. Wiirde man die Hypothese
jedoch wirklich genau testen wollen, so miisste man einen deutlich gréReren Stichprobenum-
fang wahlen.
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D2 Bisher haben wir nur eine Datenerhebung und damit auch nur einen Signifikanztest durchge-
fUhrt. Dabei haben wir lediglich einen Stichprobenumfang von 90 Autos betrachtet. Um sicher-
zugehen, dass die Hypothese wirklich stimmt und sie nicht nur aufgrund des niedrigen Stich-
probenumfangs angenommen wurde, sollten wir eine weitere Datenerhebung mit einem sehr
viel groBeren Stichprobenumfang durchfiihren und daran unsere Hypothese erneut testen. Erst
dann kdnnen wir uns sicher sein, dass sie stimmt.

D3 Entsprechend unserer Erkenntnisse aus den vorherigen Teilaufgaben kénnen wir sagen:
Wenn wir in unserem Signifikanztest moglichst das Ergebnis erhalten wollen, dass wir die Hy-
pothese annehmen kénnen, dann sollten wir ein kleines Signifikanzniveau (z.B. o = 2,5%)
verwenden.

Wiirden wir hingegen wollen, dass die Hypothese moglichst verworfen wird, dann sollten wir
ein groRes Signifikanzniveau (z.B. & = 10%) verwenden.

Je gréRer der Stichprobenumfang, desto sicherer arbeitet der Test und desto eher erkennt der
Test, ob die Nullhypothese stimmt. Ein nicht zu groRRer Stichprobenumfang ist also sinnvoll, wenn
wir unser Wunschergebnis erhalten wollen. (Wenn wir beispielsweise die Nullhypothese anneh-
men wollen, obwohl sie eigentlich falsch ist, dann wiirde es zu prozentualen Abweichungen vom
Erwartungswert kommen, die bei kleinen Stichprobenumfangen nicht so ins Gewicht fallen.)

D4 ,Lugen” ist vielleicht das falsche Wort, aber nur weil ein Signifikanztest das Ergebnis bringt,
dass eine Hypothese angenommen bzw. verworfen werden kann, bedeutet dies nicht mit Si-
cherheit, dass die Hypothese wirklich richtig bzw. falsch ist. Wie wir oben gesehen haben, kann
ein Signifikanztest bei den gleichen zugrunde liegenden Daten fiir unterschiedliche Signifikanz-
niveaus und Stichprobenumfiange verschiedene Ergebnisse bringen. Dementsprechend kann
man das Ergebnis des Signifikanztests durch die Wahl des Signifikanzniveaus und Stichproben-
umfangs durchaus beeinflussen. Deshalb sollte man dem Ergebnis eines Signifikanztests nicht
blind vertrauen, sondern erstmal hinterfragen, welche Parameter im Signifikanztest gewahlt
wurden und wie der Test durchgefiihrt wurde.

Dieser Mathematische Spaziergang richtet sich an Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe
2 und lasst sich in den Themenkomplex Stochastik einordnen. Idealerweise wird der Spazier-
gang im Rahmen der Unterrichtsreihe Testen von Hypothesen durchgefiihrt.

Fiir die Bearabeitung der Aufgaben wird vorausgesetzt, dass die Schilerinnen und Schiiler Bi-
nomialverteilungen kennen und dazu in der Lage sind, einen zweiseitigen Signifikanztest durch-
zufiihren. In diesem Spaziergang wird bewusst nicht auf einseitige Signifikanztests und Fehler
erster und zweiter Art eingegangen, damit er bereits vor deren Behandlung im Unterricht zur
Vertiefung der zweiseitigen Signifikanztests durchgefiihrt werden kann. Vor allem in Teilaufgabe
B4 aber auch in C3 und C5 machen sich die Schiilerinnen und Schiiler allerdings schon Gedanken,
die in Richtung der Fehlerarten und deren Minimierung gehen. Deshalb kdnnen diese Teilauf-
gaben auch noch einmal aufgegriffen werden, wenn die Fehler erster und zweiter Art spater im
Unterricht behandelt werden.

Am Ende des Spaziergangs sollen die Schiilerinnen in der Lage sein, zweiseitige Signifikanztests

durchzufiihren, um Hypothesen zu testen. Weiter sollen sie die Bedeutung des Signifikanzni-
veaus und des Stichprobenumfangs verstehen und die Auswirkungen einer Veranderung dieser
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beiden Parameter kennen.

Als Lernort eignet sich eine StraRe, welche von genligend Autos aus dem Ort und aus anderen
Stadten/Kreisen befahren wird und gleichzeitig von auen gut und sicher beobachtet werden
kann (beispielsweise von einem breiten Birgersteig oder einer angrenzenden Wiese aus). Eine
Ortsdurchgangsstrale eignet sich somit besser als beispielsweise eine Stralle in einem Wohnge-
biet. In der Nachbesprechung der Aufgabe kann thematisiert werden, dass die Wahrscheinlich-
keit p, dass ein auf der Strae vorbeifahrendes Auto ein Kennzeichen einer anderen Stadt/eines
anderen Kreises hat, abhangig von der Wahl des Standpunktes ist. In allen Aufgabenteilen, in
denen die StralRe nicht benotigt wird, dient ein Park, eine Wiese oder eine Parkbank in der Ndhe
als Lernort.
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