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1 Symmetrie an Bauwerken

A1 Die Symmetrieachse der Rathausfassade:

A2 Nein, nicht die gesamte Fassade ist symmetrisch. Es gibt folgende Abweichungen, die
asymmetrisch beziiglich der Spiegelachse aus A1 sind:

(6) Unten rechts auf der Hauptfassade be-

(1) die Uhr findet sich ein Fenster, auf der dazu ge-
spiegelten linken Seite befindet sich aller-

(2) die Turgriffe dings kein Fenster, sondern ein Tor.

(3) die Beethovenfigur (7) Unten rechts befindet sich ein Informati-

) das B W onsschild iiber das Rathaus, dieses fehlt

(4) das Bonner Wappen links.

(5) die goldenen Ornamente an der (8) Die Kopfstatue iiber dem Fenster rechts

Verzierung der Freitreppe unten ist eine andere als diejenige links

iuber dem Tor.

A3 Die Punkte 3, 5, 6 und 8 kénnten umgesetzt werden und wiirden das Rathaus symme-
trischer gestalten. Die {ibrigen Punkte symmetrisch zu gestalten, wére nicht sinnvoll, wobei
sich iber Punkt 7 diskutieren lasst.

A4 Die Uhrzeiger sind um 12:00 Uhr/24:00 Uhr sowie um 6:00 Uhr/18:00 Uhr symmetrisch.
A5 Im Aufgabenteil A wurde die Achsensymmetrie behandelt. Eine weitere Form der Sym-
metrie ist die Drehsymmetrie mit dem besonderen Fall der Punktsymmetrie bei einer Drehung

um 180°.

A6

e Ja, der Ausschnitt ist achsensymmetrisch.

e Es gibt vier Symmetrieachsen.



e Ja, der Ausschnitt ist achsensymme- ~ ® Ja, der Ausschnitt ist achsensymme-
trisch. trisch.

e Es gibt acht Symmetrieachsen. e Es gibt zwei Symmetrieachsen.

e Die iibrigen drei Ausschnitte mit den Nummern 1, 2 und 5 sind nicht achsensymme-
trisch.

e Ausschnitt 5 ist asymmetrisch.

B1

Das Muster der Fenstergliser ist ein Gitter aus Quadraten. Die Fens-
terscheibe wird von einer Hauptsprosse mittig geteilt. Senkrecht dazu
verlaufen Querbalken. Diese schneiden die Hauptsprosse im rechten
Winkel. Die Querbalken sind im gleichen Abstand zueinander ausge-
richtet und liegen parallel zueinander. Durch diese Anordnung ist die
Hauptsprosse auch die Spiegelachse der Fensterscheibe und das Mus-
ter entsteht durch Achsenspiegelung an der Hauptsprosse.

B2 Die Ausschnitte 1, 2, 3, 4 und 6 sind drehsymmetrisch.
B3

Der Grundbaustein muss um 90°, 180°
und 270° gedreht werden, damit die Figur
entsteht. Die Figur ist damit auch punkt-
symmetrisch.

Der Grundbaustein muss um 45°, 90°,
135°, 180°, 225°, 270° und 315° gedreht
werden, damit die Figur entsteht. Die Fi-
gur ist punktsymmetrisch.



Der Grundbaustein muss um 90°, 180°
und 270° gedreht werden, damit die Figur
entsteht. Die Figur ist punktsymmetrisch.

Der Grundbaustein muss einmal um 180°
gedreht werden, damit die Figur entsteht.
Die Figur ist punktsymmetrisch.

Der Grundbaustein muss einmal um 180 °
gedreht werden, damit die Figur entsteht.
Die Figur ist punktsymmetrisch.

B4 Die verkleinerten Grundbausteine der Ausschnitte 3, 4 und 6.

C1 Die Person, die das Spiegelbild darstellt muss sich auf dieselbe Hohe wie das Original
hinter das Buch Auf dem Weg zur amerikanischen Botschaft von Anna Seghers stellen. So
haben Original und Spiegelbild denselben Abstand zur Symmetrieachse.

C2 Eine Spiegelung konnte beispielsweise so aussehen:



Didaktischer Kommentar:

Die Aufgabe richtet sich an Schiilerinnen und Schiiler der Klassenstufe 6. Wahrend der Jahr-
gangsstufe 6 wird die Geometrie in Bereichen der Kunst und Architektur kennengelernt,
sodass diese Aufgabe an diese Vorkenntnisse ankniipft. Die Aufgabe kann vollstdndig oder
auch nur teilweise in den Unterricht integriert werden. Die einzelnen Aufgabenteile kénnen
im Themenbereich Symmetrie in den Unterrichtsverlauf eingeplant werden, sodass Symmetrie
im Alltag erlebt wird.

Da die Aufgabe zwei verschiedene Kongruenzabbildungen betrachtet, miissen zur Bearbei-
tung der gesamten Aufgabe beide Symmetrietypen, Achsensymmetrie und Drehsymmetrie,
von den Schiilerinnen und Schiilern verstanden worden sein. Dazu miissen beide Begriffe vor-
her im Unterricht behandelt worden sein. Auflerdem miissen die Schiilerinnen und Schiilern,
besonders fiir Aufgabenteil A und C, den Begriff der Spiegelachse kennen und diese einzeich-
nen konnen. Die Bearbeitung aller Aufgabenteile bietet sich demnach nach Abschluss des
Symmetriethemas im Unterricht an.

Das Hauptziel dieser Aufgabe ist, dass die Schiilerinnen und Schiilern ihr bisheriges Wissen
zum Phénomen der Symmetrie nutzen und weitere Erfahrungen und Einsichten in diesem
Themenbereich gewinnen.

Fir die Bildbearbeitung im Anschluss des Mathematischen Spaziergangs oder in der néchsten
Unterrichtsstunde bietet sich die Grafiksoftware Paint an. Mit diesem Programm kdénnen die
Spiegelachsen als Linien in die Fotos eingezeichnet werden. Alternativ konnen die Spiegelach-
sen auch mithilfe von Schniiren vor Ort vor die Objekte gehalten und fotografiert werden. Die
Ausschnitte wurden dazu so gewéhlt, dass sie fiir die Schiilerinnen und Schiiler gut erreichbar
sind.



2 Schitzen, messen und entdecken

Hinweis: Alle Angaben zu Schrittlingen sind hier nur beispielhafte Werte. Da das Bonner
Miinster momentan saniert wird und sich vor allem an der Nordseite Baugeriiste befinden,
werden die Daten so genau wie zurzeit moglich angegeben.

A2 Angenommen, die ermittelten Schrittlingen seien 50 Zentimeter, 52 Zentimeter und 51

Zentimeter.
50 cm + 51 cm + 52 cm

3
Die mittlere Schrittlange betragt 51 Zentimeter.

=51 cm

A3 Angenommen, man brauchte 138 Schritte, um die Léinge des Miinsters abzugehen.
138 - 51 cm = 7038 cm = 70,38 m

Das Miinster ist etwa 70,38 Meter lang.

A4 Ein halbes DIN A4-Blatt ist 21 cm lang. Lassen wir an den Réndern je 1,5 cm Platz, so
bleibt eine Lénge von 21 cm —2- 1,5 cm = 21 ¢cm —3 cm = 18 cm {ibrig.

18 cm
7038 cm
Das Verhéltnis der Lange eines halben DIN A4-Blattes zur Lange der Miinsterbasilika betragt
0,0026.

~ 00,0026

A5 18:7038 =1:391

Der Mafistab fiir die Miinsterskizze betrigt 1 : 391. Dabei entspricht ein Zentimeter in der
Zeichnung 391 Zentimetern, also 3,91 Metern, in der Realitdt. Kennen wir eine Lénge in der
Realitéat, so konnen wir diese mit 0,0026 multiplizieren oder durch 391 dividieren und erhalten
die maflstabsgetreue Lénge fiir die Skizze.

B1 Der gesamte Grundriss des Bonner Miinsters hat die folgende Form. In dieser Aufga-
be wird der Kreuzgang vernachlassigt, sodass wir nur die in schwarz dargestellte Basilika
betrachten.



Die Langen des Grundrisses des
Bonner Miinsters wurden mit
Schritten abgemessen. Die folgende
Abbildung zeigt, wie viele Schritte
fir die Abmessung der jeweiligen
Strecken des Grundrisses notig
waren.

Daraus lassen sich, mithilfe der
mittleren Schrittlange (51 Zentime-
ter), die Seitenléangen des Grundris-
ses berechnen. Fiir die ldngste Seite
auf der Nordseite gilt zum Beispiel:
54 -51 cm = 2754 cm ~ 27,5 m.

In nebenstehender Abbildung sind
diese Langen in Metern angegeben.

Fiir die Zeichnung in deinem Heft musst du diese Liangen mit dem Faktor 0,0026 multiplizie-
ren. Fiir die langste Strecke auf der Nordseite gilt zum Beispiel: 27,5 m-0,0026 = 0,0715 m =
7,15 cm.

B2 Das Schétzen von kurzen Strecken ist einfacher als das Schétzen von langen Strecken. Bei
kurzen Strecken kann man die Distanz mit bekannten Léngen vergleichen. Das Schétzen von
langen Strecken ist schwieriger, da ein Zielpunkt in der Ferne kleiner aussieht und sich nicht
immer Hilfspunkte auf der Strecke finden lassen, mithilfe derer man die Lange mit bekannten
Léangen vergleichen kann.

B3 Der Grundriss ldasst sich in mehrere
Rechtecke und Teile von Kreisen unterteilen.

Zur Berechnung des Umfangs U kann die Symmetrie der Miinsterbasilika ausgenutzt wer-
den. Wir bestimmen mit Hilfe der Angaben aus Teilaufgabe B1 den Umfang der Hilfte der
Miinsterbasilika und verdoppeln diesen anschliefiend.

U=2-51m+25m+25m+25m+27,5m+16,8m+3,5m+4,6m+10,2m+2m
+3m+7,1m+6,1m+8,15m)=203,1m

Fiir die Berechnung der Fliche, die von der Miinsterbasilika eingenommen wird, nehmen
wir ndherungsweise an, dass es sich bei den Teilen der Kreise im Grundriss um Viertel-
oder Halbkreise handelt. Mithilfe der Formel zur Umfangberechnung von Kreisen erhalten
wir mit den Angaben aus Teilaufgabe B1 die Durchmesser der Kreise und kénnen dann
ihre Fldcheninhalte bestimmen. Anschliefend addieren wir die Fldacheninhalte der einzelnen
Fléchen und erhalten die Grofle der Gesamtflache.



Flacheninhalt =19,4 m - 36,5 m+ 10,2 m-4,1 m+ 18,6 m-10,4 m+ 7,1 m-6,1 m -2
7+ (1,3 m)? _'_71'-(5,2 m)?
2 2

+7- (5,35 m)? +7-(0,8 m)? + ~ 1167,04 m?
Der Umfang des Grundrisses der Miinsterbasilika betriagt etwa 203,1 Meter und der Flichen-
inhalt etwa 1167,04 Quadratmeter.

C1 Der Mafistab des Stadtmodells betrdagt 1 : 500. Das Miinster hat sich seitdem nur gering
verdndert. An der Nordseite befindet sich heute 6stlich der mittleren Apsis (halbkreisférmiger
Teil des Grundrisses) ein kleiner Anbau, der in unseren Grundrisszeichnungen mit den Maflen
3,5 m x 4,6 m eingezeichnet ist.

C2 Folgende drei Langen
wurden im Stadtmodell an
der Miinsterbasilika abge-
messen:

Setzen wir diese mit den ermittelten tatséchlichen Léngen ins Verhéltnis, erhalten wir:

2750 cm 710 cm 610 cm
5,5 cm 500 1,5 cm 4T3 1,2 cm

C3 Das Verhiltnis ist jeweils dhnlich, so dass wir von einem mafstabsgetreuen Modell mit
dem Mafstab 1:500 ausgehen kénnen.

Mogliche Griinde fiir die Abweichungen kénnen Messungenauigkeiten sein, die bei der Bestim-
mung der Langen des Miinstergrundrisses oder wahrend den Abmessungen an dem Stadtmo-
dell entstanden sind.



C4

Gleichschenkliges und Gleichseitiges Dreieck: Auf
rechtwinkliges Dreieck: Auf der Nordseite neben der
der Nordseite neben der Gittertiir an der Séule. Kreis:

Gittertiir am Fufie der Siule. Seitenlédnge 42 cm. Fenster auf der Nordseite.
Schenkelldnge 24 cm.

Raute:
Auf der Nordseite neben
der Gittertiir in einem
kleinen Fenster.

Quadrate:
Gittertir auf der Nordseite.

Gleichschenkliges Trapez:
Auf der Nordseite iiber der
Gittertiir.

Rechtwinkliges Trapez:
Bodenplatte an der Apsis
der Nordseite.

Rechteck:
Unten rechts auf der Ostseite.

Parallelogramme, die keine Rechtecke sind: Nicht gefunden.

C5 An den Turmdéchern lassen sich gleichschenklige Trapeze, Drachenvierecke und gleich-
schenklige Dreiecke erkennen.
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Gleichschenkliges Trapez
e Seiten b und d sind gleich lang.

@ e Benachbarte Winkel 5 und =,
sowie o und ¢ sind gleich grof.

b o Gegeniiberliegende Seiten a
und c sind parallel.

Es existiert eine Spiegelachse,
die durch die Mittelpunkte der
Seiten a und c¢ verlauft.

S

Drachenviereck

iC'

4

e Benachbarte Seiten ¢ und b, sowie Seiten a und d sind
gleich lang.

e Gegeniiberliegende Winkel o und + sind gleich grof.
e Die Diagonalen schneiden sich im rechten Winkel.

e Es existiert eine Spiegelachse, die durch die Punkte A
und C verlauft.

e Seiten b und c sind gleich lang.
e Benachbarte Winkel o und f sind gleich gro8.

e Es existiert eine Spiegelachse, die durch den Mittel-
punkt der Seite a und den Punkt C verlduft.

a

Didaktischer Kommentar:

An Kirchbauten lassen sich viele geometrische Formen entdecken, die sich im Grundriss, an
der Fassade oder an den Déachern des Bauwerkes befinden. Diese Aufgabe beschéftigt sich
insbesondere mit den geometrischen Flachen aus dem ,,Haus der Vierecke* sowie Kreisen am
Bonner Miinster und ist besonders fiir Schiilerinnen und Schiilern der Klasse 6 geeignet. Des
weiteren wird die Verhéltnis- und Mafstabsrechnung mit der Aufgabe eingeiibt.

Die Schiilerinnen und Schiilern benétigen zur Bearbeitung der Aufgabe Schreibutensilien,
ein Geodreieck, einen Zirkel, einen Zollstock und eine Kamera. Die Bearbeitungszeit der
Aufgabe betragt circa 60 Minuten. Die Aufgabe soll bevorzugt in Kleingruppen von drei bis
vier Personen bearbeitet werden.
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3 Naturwunder Biene: Dreisatz und ,,Summen*

Hinweis: Die bendtigten Informationen, die auf den Informationstafeln zu finden sind, ha-
ben wir den Lehrerinnen und Lehrern im didaktischen Kommentar zu dieser Aufgabe zur
Verfiigung gestellt. Sollte also vor Ort eine Information nicht verfigbar sein, kann eure Leh-
rerin/euer Lehrer helfen.

A2 Fine Biene braucht bei maximaler Geschwindigkeit fiir 30 Kilometer 60 Minuten, also
braucht sie fiir 1 Kilometer 2 Minuten (60 min : 30 = 2 min). Fiir eine Strecke von 7 Kilo-
metern braucht eine Biene daher 14 Minuten (7 - 2 min = 14 min).

A3 Da eine Biene pro Sekunde 180 bis 250 Mal mit den Fliigeln schldgt und insgesamt 14
Minuten fliegt, ergibt sich folgende mathematische Lésung: 14-60-180 = 151200, 14-60-250 =
210000

Eine Biene schldgt innerhalb einer zuriickgelegten Strecke von 7 Kilometern 151200 bis 210000
Mal mit den Fliigeln.

A4 Umrechnung von Kilogramm in Milligramm: 2 kg = 2000 g = 2000000 mg. Von einem
Sammelflug bringt eine Arbeiterin 25 bis 35 Milligramm Nektar mit. Die Arbeiterinnen des
Bienenvolks miissen daher 57143 bis 80000 Mal ausfliegen, um 2 Kilogramm Nektar heran-
zuschaffen (2000000 mg : 35 mg = 57143, 2000000 mg : 25 mg = 80000).

A5 Fir 300 Gramm Honig muss eine Biene rund 20000 Mal ausfliegen, also ist fiir 0,015
Gramm Honig 1 Sammelflug notig (300 g : 20000 = 0,015 g). Aus 2 Kilogramm Nektar (80000
Sammelfliige) konnen daher 1200 Gramm (0,015 g - 80000 = 1200 g) Honig produziert werden.

B1
0.95cm 0.37cm
ey ——
andere Insekten
Hummeln
solitare Wildbienen
7.67cm 0.76cm 0.25cm

Bestdubungsleistung der jeweiligen Insektenarten als Anteil eines Rechtecks
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B2 Formel: W = G - = mit G = Grundwert, W = Prozentwert und p = Prozentsatz.

100
2370 kg - 7160’07 = 1817,79 kg (Honigbienen)
2370 kg - Ibg = 180,12 kg (Hummeln)
2370 kg - Zl))(’)g = 87,69 kg  (Fliegen)
2370 kg - iég = 59,25kg  (Solitdre Wildbienen)
2370 kg - ?62 = 225,15kg (Andere Insekten)
B3
G = Grundwert = 5000 kg
W = Prozentwert = 4670 kg
P = Prozentsatz = 7

5000 kg -5 = 380 kg = p = san& - 100 = 7,6%

Die Hummeln sind wahrscheinlich von der besagten Virusinfektion befallen.
Didaktischer Kommentar:

Bienen sind nicht nur schéne Lebewesen, ihnen kommt auflerdem eine wichtige Aufgabe fiir
unser Okosystem zu. Als Bestéuber sind sie in groem MaSBe fiir den Erhalt und die Fortpflan-
zung der Pflanzenwelt verantwortlich. Erst durch die Bestdubung einer Samenpflanze kann
die Befruchtung und damit die Samenbildung erfolgen. In manchen Regionen der Erde sind
die Bienen durch Umweltkatastrophen génzlich verschwunden. Hier muss die Bestdubung mit
sehr hohem Aufwand von Menschen durchgefithrt werden, damit ausreichend landwirtschaft-
licher Ertrag gewéhrleistet wird. Mit dieser Aufgabe soll auf die Bedeutung von Bienen fiir
Artenvielfalt und Umwelt aufmerksam gemacht werden.

Das ganze Jahr iiber bieten der Imkerverband Rheinland e.V. und der Bonner Bienenzucht-
verein e.V. Veranstaltungen rund um das Thema Bienen an. 50 bis 70 Schulklassen pro Jahr
besuchen das Bienenhaus zum anschaulichen Biologieunterricht. Dies bietet die Moglichkeit,
Mathematik facheriibergreifend zu unterrichten. Daher wird empfohlen, die Bearbeitung der
Aufgabe mit dem auferschulischen Biologieunterricht im Bienenhaus zu verbinden.

Zu den inhaltlichen Schwerpunkten dieser Aufgabe zéhlen die Durchfithrung von Grundre-
chenarten sowie die Anwendung einfacher Dreisatzverfahren zur Losung auBlermathemati-
scher Problemstellungen. Auflerdem wird vorausgesetzt, dass die Schiilerinnen und Schiiler
bereits verschiedene Aufgaben und Probleme zu Grundaufgaben der Prozentrechnung bear-
beitet haben. Sie kénnen Prozente, Briiche und Dezimalzahlen ineinander umwandeln und
diese nutzen, um Anteile anzugeben. Weiterhin konnen Sdulen- und Kreisdiagramme zur
Veranschaulichung von Prozentangaben selbststdndig angefertigt werden. Die inhaltlichen
Schwerpunkte lassen sich im Kontext der siebten Jahrgangsstufe wiederfinden.

Bei der Bearbeitung der Aufgabenteile A3 und A4 soll darauf geachtet werden, dass in den
am Lernort vorliegenden Informationen ein Intervall vorliegt und somit erwartet wird, dass
das Ergebnis ebenfalls als Intervall angegeben wird.

Bei der Bearbeitung von Teilaufgabe B2 soll mithilfe der Prozentrechnung angegeben wer-
den, wieviel Kilogramm der Ernte auf die Bestdubung durch die jeweiligen Insektenarten
zuriickzufiihren sind. Hierbei wird angenommen, dass die Schiilerinnen und Schiiler zwischen
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Grundwert, Prozentwert und Prozentsatz unterscheiden und diese berechnen konnen. Auch
Teilaufgabe B3 setzt voraus, dass die Schiilerinnen und Schiiler iiber die benannten Kompe-
tenzen verfiigen.

Da manchmal Informationstafeln am Bienenhaus ausgetauscht werden miissen (da es leider
manchmal zu mutwilligen Zerstérungen kommt), sind hier die wichtigsten Informationen zu-
sammengefasst, die fiir die Aufgabe bendtigt werden:

e A2: Fine Biene benétigt fiir 30 Kilometer 60 Minuten.
e A3: Pro Sekunde kommt eine Biene auf 180 bis 250 Fliigelschlége.
e A4: Pro Flug sammelt eine Biene 25 bis 35 Milligramm Nektar.

e A5: Fiir 300 Gramm Honig muss eine Biene rund 20000 Mal ausfliegen.
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4 Rund ums Kopfrechnen

Hinweis: Alle Angaben zu Griflen des eigenen Korpers sind hier nur beispielhafte Werte.

A1 Die Lange des Steinkopfes von Florentius betragt 1,8 Meter. Angenommen, die Kopflinge
eines Schiilers / einer Schiilerin betrage 20 Zentimeter.

180 cm

20 cm
Der Steinkopf ist neunmal langer als der Kopf dieses Schiilers / dieser Schiilerin.

A2 Angenommen, die Korpergroe eines Schiilers / einer Schiilerin betrage 1,52 Meter.

20 cm
~0,1
152 cm 0,13
Ihr/sein Kopf macht einen Anteil von 0,13 ihrer/seiner Gesamtkorperldnge aus.
180
0 1(;)m ~ 1384,6 cm = 13,846 m

Florentius wére etwa 13,85 Meter grof.

A3 Angenommen, in deiner Gruppe sind mit dir zusammen vier Schiilerinnen und Schiiler. Da
in der Aufgabe ein Turm gebaut wird, indem man sich auf die Schultern steigt, interessieren
wir uns fir die Korpergrofien von Ferse bis Schulter. Diese Grofie muss bei allen Gruppen-
mitgliedern noch abgemessen werden. (Wenn man ganz genau ist, muss man von der oben
stehenden Person auch noch Hals und Kopf dazurechnen.) Angenommen diese Korperlédnge
betragt im Durchschnitt 1,35 Meter.

13,85 m
1,35 m
Die Gruppenteilnehmerinnen und -teilnehmer wéren nicht groler als der Riese. Man brauchte

insgesamt 11 Personen, um die Grofie des Riesens zu erreichen. Ein solcher Turm wiirde aber
nicht mehr stehen kénnen.

~ 10,3

B1 Der Kopfumfang des Steinkopfes von Cassius betrdgt an der beschriebenen Stelle 5,05
Meter. Angenommen, der Kopfumfang einer Schiilerin / eines Schiiler betrage an dieser Stelle
60 Zentimeter.

60 cm
Der Kopfumfang des Steinkopfes ist 8,42 Mal grofler als der Kopfumfang der Schiilerin / des
Schiilers.

B2

Umfang 505 cm

27 27
Der Radius des Granitkopfes an der abgemessenen Stelle betriagt etwa 80,37 Zentimeter.

Radius = ~ 80,37 cm

B3 Der Hals der Skulptur kann mithilfe ei-
nes Zylinders angenahert werden. Der Helm
kann mithilfe eines Quaders und einer Halbku-
gel angenéhert werden. Dies ist nicht der einzi-
ge Losungsweg und die Granitstatue kann auch
durch andere geometrische Korper angenéhert
werden.
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4
Viopt = 5+ - (80,37 em)® = 2174555,59 cm® ~ 2,17 m?

Der Halsumfang betrdgt 265 Zentimeter. Daraus ergibt sich ein Radius von etwa 42,18 Zen-
timetern. Insgesamt ist der Hals 20 Zentimeter lang.

Vials = 7 - (42,18 cm)? - 20 cm ~ 111787, 44 cm® ~ 0,11 m?

4
Vitelm = 45 em - 43 cm - 23 em + < -7 - (40 cm)? ~ 44505 cm® + 134041, 29 cm?
= 178546,29 cm® ~ 0,18 m?

V = Viopt + VHals + VHelm = 2,17 m® + 0,11 m® 40,18 m® = 2,46 m?
Das Gesamtvolumen des Granitkopfes betragt etwa 2,46 Kubikmeter.

B4 )
2620 —> - 2,46 m® = 6445,2 kg
m

Der Kopf wiegt 6445,2 Kilogramm.

B5 Der Durchmesser des néchsten Gullideckels betriagt 54,5 Zentimeter. Damit hat die ke-
gelformige Sédule einen Grundflichendurchmesser von 109 Zentimetern und eine Fliche von
etwa 9331,32 Quadratzentimetern. Das entspricht etwa 0,93 Quadratmetern. Stellen wir die
Formel zur Volumenberechnung eines Kegels Viegel = é -G - h nach der Héhe A um und setzen
die gegebenen Groflen ein, erhalten wir:

3-2,46 m®

h = ~ 7,94
0,93 m2 ORI

Die kegelférmige Sédule wéare etwa 7,94 Meter hoch.
Didaktischer Kommentar:

Diese Aufgabe richtet sich an zwei verschiedene Klassenstufen. Wahrend Teil A die Verhaltnis-
und Dreisatzrechnung behandelt und sich an die Klassenstufe 6 richtet, thematisiert Teil B
die Volumenbestimmung zusammengesetzter Kérper und richtet sich an die Klassenstufe 9.
Aufgabenteil A kann zum Einstieg in das Thema Verhéltnis- und Bruchrechnung genutzt
werden oder als Ubung nach Behandlung dieser Themen im Unterricht eingeplant werden.
Schiilerinnen und Schiilern der Klassenstufe 9 kénnen an dieser Station beide Aufgabentei-
le bearbeiten, wobei Aufgabenteil A als Wiederholung dient. Fiir Aufgabenteil B werden
die Formeln zur Volumenberechnung von Kugeln, Pyramiden, Zylinder und Kegel, die in
der Jahrgangsstufe 9 gelernt werden, vorausgesetzt. Darliber hinaus sollte das Gewicht eines
Korpers mithilfe seiner Dichte berechnet werden kénnen. Zudem sind insbesondere bei Tei-
laufgabe B3 verschiedene Lésungswege denkbar. Die Schiilerinnen und Schiilern sollen zur
durchdachten Problemlésung und Diskussion der unterschiedlichen Losungsstrategien und
Ergebnisse angeregt werden.
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5 Abfahrt!

A1 Die folgenden Urlisten verzeichnen beispielhafte Verspadtungen der Buslinien und der
Stralenbahn:

Linie 62: 0; 2; 1; 0; 2; 5; 3; 2
Buslinien: 3; 5; 0; 0; -2; 1; 0;

A2 Fir Linie 62 erhalten wir:

_ 0+2+1+0+2+54+3+2+14+14+0—-1 16 4
LBahn — ===
12 12 3
Die Straflenbahn der Linie 62 fahrt also im Schnitt circa 1,33 Minuten zu spét ab.

Fir die Buslinien erhalten wir:
B 3+5+04+0—-2+1+0+4+2—-14+84+4+2+0+0+3+3 34
TBus — 17 :T?:2

Die Busse fahren also im Schnitt 2 Minuten zu spét ab.

A3
Straflenbahnlinie 62: Buslinien:
e Minimum: -1 e Minimum: -2
e Maximum: 5 e Maximum: 8
e Spannweite: 5 — (—1) =6 e Spannweite: 8 — (—2) = 10
e Unteres Quartil: 0 e Unteres Quartil: 0
e Oberes Quartil: 2 e Oberes Quartil: % =3,5
e Median: 1 e Median: 2

Der obere Boxplot stellt die Daten der Linie 62 und der untere die der Buslinien dar. Die
roten Punkte markieren jeweils das arithmetische Mittel.

Bei der Linie 62 hatten die Bahnen meistens eine Verspatung von hoéchstens zwei Minuten.
Die grofite gemessene Verspiatung liegt bei fiinf Minuten. Durch diesen Ausreifler liegt das
arithmetische Mittel auch etwas iiber dem Median von einer Minute. Aulerdem kam sie min-
destens einmal eine Minute zu friih.

Bei den Bussen schwankten die Abfahrtszeiten in dieser Stichprobe stéirker als bei der Stra-
Benbahn. Der Bus kam sogar mindestens einmal zwei Minuten zu friith. Die gréfite Verspéatung
betrug acht Minuten. Der Grofiteil der Werte bewegt sich im Bereich zwischen der piinkt-
lichen Abfahrt und einer Verspatung von dreieinhalb Minuten. In dieser Stichprobe kommt
man also zu dem Ergebnis, dass die Straflenbahn im Mittel piinktlicher fahrt und die Abwei-
chungen auch nicht so stark schwanken wie bei den Bussen. Eine Ursache kénnte sein, dass
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die Straflenbahn oft Vorrang hat und sich an vielen Stellen nicht den Platz mit dem anderen
Straflenverkehr teilen muss, da sie eine eigene Trasse hat. Dadurch steht sie seltener im Stau
als Busse.

B1 In unserer Stichprobe waren 21 von 30 Fahrrddern verkehrssicher. Dann betrigt die
absolute Haufigkeit 21 und die relative Haufigkeit % = % =0,7.

B2 Die relative Haufigkeit gibt an, wie grofl der Anteil der absoluten H&ufigkeit am Ge-
samtumfang der Stichprobe ist, also in diesem Fall, welchen Anteil die verkehrssicheren Fahr-
rader in der Stichprobe von 30 Fahrriadern einnehmen. Die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit
lasst sich jedoch nur herausfinden, wenn man als Stichprobe alle auf der Welt existierenden
Fahrrdder wahlt. Da dies in der Realitdt nicht durchfithrbar ist, wiahlt man eine kleinere
Stichprobe. Mochte man sich der tatsdchlichen Wahrscheinlichkeit anndhern, muss man die
Zahl der zufillig ausgewédhlten Fahrrader vergrofiern. Diese Feststellung beruht auf dem so-
genannten ,Gesetz der groflien Zahlen*.

B3 Wenn man drei Fahrrider zuféllig nacheinander auswéhlt, ergibt sich folgendes Baum-
diagramm:

Nicht
Verkehrs-
5 verkehrs-
sicher .
sicher

7

% @ Verkelrs elehis
sicher
I/ \ VAR

0,3| |0,7| |0,3||0,7| |0,3|

H

| 0,7 03 | | 0,7

N (Vakan (N % £ % %
sicher sicher sicher
| 0,343 | | 0,147 | | 0,147 | | 0,063 | | 0,147 | | 0,063 | | 0,063 | | 0,027 |

Die Zahlen unter den Blattknoten sind die Wahrscheinlichkeiten, die sich durch die Multipli-
kationspfadregel berechnen lassen.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass von drei Fahrrddern mindestens zwei nicht verkehrssicher
sind, kann man die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Ergebnisse addieren. Daraus
ergibt sich:

P(Mind. zwei Fahrriader nicht sicher) = 0,063 4 0,063 + 0,063 + 0,027 = 0,216 = 21,6%
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Fahrrader verkehrssicher sind, betriagt:

P(Alle Fahrrider sicher) = 0,7-0,7-0,7 = 0,73 = 0,343 = 34, 3%

B4 Man kann feststellen, dass in einem Baumdiagramm eines mehrstufigen Zufallsversuchs,
bei dem in jeder Stufe der gleiche Versuch ausgefiihrt wird, an jeder Verzweigung die gleichen
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Wahrscheinlichkeiten stehen. Analog zur Losung von B3 ergibt sich bei 25 Wiederholungen
mit der Multiplikationspfadregel

P(Alle Fahrréder sicher) = 0,7%° = 0,000134107 ~ 0,013%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 25 Fahrridder verkehrssicher sind, liegt also bei ungefahr
0,013%.

. . . . C2

C1 Die folgende Urliste verzeichnet beispielhaft
die Anzahl der Personen in den beobachteten
Autos: 1; 1; 1; 2; 1; 15 3; 15 2; 2; 15 1; 15 3; 1; 55 1;
1;2;1;2; 1; 15 1; 4.

C3 Gefragt ist nach dem arithmetischen Mittel, al-
S0T = g (1+1+1+2+14+143+1+2+2+1+1+1+
B+1+5+14+142+1+4+2414+141+4) = 33 = 1,64,
Durchschnittlich befinden sich also ein bis zwei
Personen im Auto.

C4 Hier muss man die Anzahl der Platze im Bus
durch die durchschnittliche Zahl der Insassen eines
Autos teilen, also
1
00 _ 60 _ 1500 a6 50,

41
1,64 47 41

Man kann also mehr als 36 Autos durch einen ein-
zigen Bus einsparen.

Didaktischer Kommentar:

Diese Aufgabe fasst sdmtliche inhaltliche Schwerpunkte aus der Stochastik zusammen, die
sich im NRW-Lehrplan der Sekundarstufe I befinden und richtet sich damit an Schiilerin-
nen und Schiiler der Jahrgangsstufe 8. Die inhaltlichen Voraussetzungen dieser Aufgabe sind
Saulen- und Balkendiagramme, ein- und mehrstufige Zufallsexperimente und ihre Darstellung
als Baumdiagramm, Mittelwerte und Boxplots.

Der Beueler Bahnhofsplatz ist als Bearbeitungsort fiir diese Aufgabe besonders geeignet, da
sich dort alle zu beobachtenden Verkehrsmittel befinden und der Platz sowohl iibersichtlich
als auch verkehrstechnisch sicher ist. Um die Sicherheit zu unterstiitzen und Diskussionen an-
zuregen, sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler in Gruppen, bestehend aus drei Personen,
an den verschiedenen Stationen aufhalten.

Da nicht alle Schiilerinnen und Schiiler in ihrem Alter mit dem Lesen von Aushangsfahr-
plinen vertraut sind, ist Teilaufgabe A1 eine sinnvolle Ubung, die gegebenenfalls durch die
Lehrkraft unterstiitzt werden muss.

In dem ersten Aufgabenteil sollen zwei Urlisten mit Abweichungen von den urspriinglichen
Abfahrtszeiten von Bus- und Straflenbahnlinien angefertigt werden. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen selbst erkennen, dass mit der Abweichung vom Fahrplan die Differenz zwi-
schen der realen Ankunftszeit und der geplanten Ankunftszeit gemeint ist. Folglich wird bei
einer Verspatung ein positiver Wert, bei einer verfrithten Abfahrt ein negativer Wert und bei
piinktlicher Abfahrt eine Null in die dem Verkehrsmittel zugehorige Liste eingetragen. Damit
wird die im Lehrplan festgesetzte Kompetenzerwartung des Planens von Datenerhebungen
und der Nutzung von Werkzeugen bei deren Ausfiihrung geférdert.
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Nach der Erfassung der Daten sollen diese in den Teilaufgaben A2 und A3 ausgewertet wer-
den. Dafiir sind zunéchst einige statistische Lageparameter zu bestimmen. Die Schiilerinnen
und Schiiler sollen anschlieBend jeweils fiir Bus und Bahn einen Boxplot zeichnen, der die
Daten visualisiert.

Im Anschluss sollen aus den beiden Diagrammen Interpretationen im Sachzusammenhang
gefolgert und in der Gruppe diskutiert werden. Die Darstellung in Form von Boxplots er-
laubt eine Vielzahl von Aussagen, wie zum Beispiel die Streuung der Daten um den Median,
die durch die Box sichtbar gemacht wird, oder ob es Ausreifler gibt, was durch die Maximal-
und Minimalwerte ersichtlich ist. Dadurch, dass beide Boxplots untereinander in eine Skala
eingezeichnet werden, sind direkte Vergleiche moglich. Das Interpretieren von statistischen
Daten in authentischen Kontexten ist zugleich Teil des Kernlehrplans.

In den Teilaufgaben B1 und B2 geht es mathematisch um die Haufigkeitsbegriffe und ihre
Bedeutung. In einer Stichprobe von 30 Fahrrddern soll die Anzahl der beiden Merkmals-
auspragungen ,,verkehrssicher und ,nicht verkehrssicher” bestimmt werden. Das empirische
Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass die relative Haufigkeit eines Ereignisses A bei stei-
gendem Stichprobenumfang gegen die tatsichliche Wahrscheinlichkeit P(A) konvergiert. Die
Schiilerinnen und Schiiler miissen das Gesetz nicht beim Namen nennen, sollen aber in B2
eine intuitive Antwort geben konnen, die auf dessen Aussage basiert. In den Teilaufgaben
B3 und B4 soll mit den zuvor errechneten Wahrscheinlichkeiten fortgefahren werden. Die
Schwerpunkte der beiden Aufgabenteile sind das Darstellen mehrstufiger Zufallsversuche in
Baumdiagrammen und das Anwenden der Pfadregeln. Beides ist auch im Lehrplan vorgese-
hen.

Neben der Mathematik beschéiftigen sich die Schiilerinnen und Schiiler in dieser Aufgabe mit
dem Thema Verkehrssicherheit, welches sie unmittelbar betrifft.
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6 Mit Kanten und Ecken zu Parketten

A1 Ja, bei der Fensterscheibe handelt es sich um ein regelméfliges Sechseck. Die Seiten
der sechseckigen Glasscheibe sind alle 26,75 Zentimeter lang und die Grofle der Innenwinkel
betragt 120°. Der Umfang betréigt

UFenster = 26,75 cm - 6 = 160,50 cm ~ 1,61 m

Zur Berechnung des Fliacheninhaltes teilen wir das regelméflige Sechseck léngs in zwei gleich-
seitige Trapeze, welche eine Héhe von 23,17 Zentimetern und eine Grundseite der Lange 53,50
Zentimeter haben.

26,75 cm + 53,5 cm
2

FFenster = 2+ ( : 23, 17 cm) ~ 1859, 39 cm2 =~ 0, 19 IIl2
Der Umfang des regelméfligen Sechsecks betriagt 1,61 Meter und der Fliacheninhalt 0,19 Qua-
dratmeter.

A2 Nein, die Fliche der Stufe kann nicht zu einem regelméfligen Sechseck ergénzt werden,
da die Seitenldngen des abgeschnittenen Sechsecks nicht gleich sind. Eine Seite ist 121,50
Zentimeter lang und die anderen beiden sind 117 Zentimeter lang, sodass kein regelméfiges
Sechseck entstehen kann. Zur Bestimmung des Flacheninhaltes teilen wir die Stufe horizontal
in zwei gleichseitige Trapeze. Die Hohe des groflen Trapez betragt 103,10 Zentimeter, die des
kleinen Trapezes 50,20 Zentimeter.

121,5 cm + 232 cm 103,1 cm + 117,5 cm + 232 c¢cm
2 2
~26995,38 cm? ~ 2,7 m?

- 50,2 cm

FStufe =

Die Stufe umfasst eine Flidche von 2,7 Quadratmetern Holz.

A3 Isabell bestimmt die Anzahl der Diagonalen im regelméfiigen Sechseck, indem sie bei
einem beliebigen Eckpunkt des Sechsecks beginnt und diesen mit den fiinf iibrigen Eckpunkten
verbindet. Dadurch erhélt sie 5 Strecken. Danach wéhlt sie einen dieser 5 Eckpunkte und
verbindet diesen mit den restlichen vier Eckpunkten. Sie erhilt insgesamt 5 + 4 Strecken.
Dies macht sie so lange, bis alle Eckpunkte miteinander verbunden sind und sie insgesamt
eine Summe von 5+ 4 + 3 + 2 + 1 hat. Da eine Diagonale nur zwischen nicht benachbarten
Eckpunkten liegt, miissen die sechs dufleren Seiten des Sechecks noch abgezogen werden.

Ben wéhlt einen anderen Weg und verbindet von vornherein einen Eckpunkt nur mit einem
anderen Eckpunkt, wenn diese nicht benachbart liegen. Fiir den ersten beliebigen Eckpunkt
kann er drei Diagonalen einzeichnen. Als néchstes wéhlt er einen Eckpunkt, der noch nicht
verbunden wurde, aus. Von diesem kann er auch drei Diagonalen zeichnen und er erhélt bisher
insgesamt sechs Diagonalen. Alle Eckpunkte wurden nun mindestens einmal verbunden, so-
dass er nun einen Eckpunkt wahlt, der bereits einmal verbunden ist. Diesen kann er mit zwei
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weiteren Eckpunkten verbinden. Am Ende bleiben zwei Eckpunkte iibrig, die erst zweimal
verbunden wurden. Diese werden schliefflich durch die letzte Diagonale verbunden, sodass er
insgesamt auf 3 + 3 + 2 + 1 kommt.

Emma hat nochmals eine andere Strategie. Sie verbindet jeden Eckpunkt mit den drei nicht
benachbarten Eckpunkten und erhélt 3 - 6 =18 Diagonalen. Da sie so alle Diagonalen doppelt
zéhlt, muss die Anzahl noch durch zwei geteilt werden.

A4 Die langste Diagonale im regelmafligen Sechseck erhalten wir, wenn wir zwei Eckpunkte
verbinden, die sich genau gegeniiber liegen. Die langste Diagonale hat eine Lange von 53,50
Zentimetern. Fir Umfang und Flécheninhalt erhdlt man

Ukreis = 7™+ 53,5 cm ~ 168,08 cm ~ 1,68 m

Fireis = - (26,75 cm)? ~ 2248,01 cm? ~ 0,22 m?
Der Umfang des Kreises betragt 1,68 Meter und der Fliacheninhalt 0,22 Quadratmeter.

A5 Sechseck | Kreis
Umfang (cm) 160,50 | 168,08
Flicheninhalt (cm?) | 1859,39 | 2248,01
Verhiltnis (F/U) 11,58 13,37

Bei der sechseckigen Form werden pro Zentimeter Umfang 11,58 Quadratzentimeter Fliche
gewonnen. Beim Kreis werden pro Zentimeter Umfang 13,37 Quadratzentimeter Fléche ge-
wonnen. Die Bienen kénnen also bei der Kreisform mit der gleichen Menge Wachs zum Aufbau
der Wabenwand mehr Fldche gewinnen. Die Kreisform ist damit die effizientere fiir den Bau
einer Bienenwabe.

B1 Rechteck der Maflie 10 cm x 5,5 cm gefiillt mit Kreisen mit Radius 1 cm.

Es fillt auf, dass zwischen den Kreisen Liicken entstehen. Auflerdem entsteht auch am unteren
Ende der Parkettierung ein minimaler Spalt bis zur Linie des Rechteckes. Eine liickenfreie
Anordnung ist nicht méglich. Die Liicken sind am kleinsten, wenn man die Kreismittelpunkte
um die Lénge des Radius versetzt anordnet.

B2
Fxreise = 15 -7 - (1 Cm)2 ~ 47,12 CIl’l2

FRechteck = 5,5 cm - 10 ¢cm = 55 cm?

47,12 cm?
55 cm?
Die Kreispackung hat eine Dichte von 85,67 Prozent.

Dichte der Kreispackung = 100 =~ 85,67%
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C1 Rechteck (10 cm x 5,5 cm) gefiillt mit regelméfBigen Sechsecken der Seitenlédnge 1 cm.

l N N/

N N/

/ \

Ja, die Parkettierung gelingt, wenn die Sechsecke versetzt, analog zur Kreispackung aus Tei-
laufgabe B1, angeordnet werden.

C2 Rechteck (10 cm x 5,5 cm) gefiillt mit regelméBigen Fiinfecken der Seitenldnge 1 cm.

oal,

Eine liickenlose Parkettierung gelingt mit regelméfligen Fiinfecken nicht.

C3

An einer Sechseck-Ecke treffen drei Sechsecke zusammen. Die Innenwinkel lassen sich zu 360°
addieren und bilden damit einen Vollkreis.

23



C4 Parkettierung mit regelméfligen Dreiecken:

ANWANWANANANVANANWANANAN
N N N N N NN NN

NANINININININININ/
/NONONONINININININ/N

6!

VAVAVAVAVAVAVAVAN

An einer Dreieck-Ecke treffen sechs Dreiecke zusammen. Die Innenwinkel, die jeweils eine
Grofle von 60° haben, lassen sich auch hier zu 360° addieren.

C5
Innenwinkelsumme im 5-Eck = 3 - 180° = 540°

540°

Innenwinkelgréfie im regelméfigen Fiinfeck = = 108°
= 3-108° = 324°
=4-108° = 432°

Die Innenwinkelgréfe in einem regelméafligen Funfeck betragt 108°. Treffen drei Fiinfecke an
einer Ecke zusammen, ergibt sich eine Winkelsumme von 324°. Bei vier Fiinfecken wéren
es 432°. Eine Parkettierung ist nicht liickenlos moglich, da durch das Aneinanderlegen von
regelméfigen Fiinfecken mit Hilfe der Innenwinkel kein Vollkreis von 360° gebildet werden
kann. Die Winkelsumme ist entweder zu gering (Liicke entsteht) oder zu hoch (Uberlappung
entsteht).

C6 Liickenlose und iiberschneidungsfreie Parkettierung ist mit solchen regelmafligen n-Ecken
moglich, deren Innenwinkel sich zu 360° addieren lassen. Dafiir muss die Grofie der Innnenwin-
kel ein Teiler von 360 sein. Das dritte regelméflige n-Eck, mit dem die Parkettierung gelingt,
ist das Quadrat, da die Innenwinkel 90° grof} sind und sich durch das Aneinanderlegen von
vier Quadraten ein Winkel von 360° ergibt.

C7 Mit kongruenten unregelméfigen Flinfecken gelingt die Parkettierung der Ebene, wie fol-
gende Beispiele zeigen:
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Didaktischer Kommentar:

Neben den vielen Parkettierungsbeispielen des Alltags, die uns zum Beispiel als Fliesenmus-
ter in Kiiche oder Badezimmer begegnen, lernen viele Schiilerinnen und Schiiler schon in der
Jahrgangsstufe 6 die beriihmten Parkettierungen des Kiinstlers E. C. Escher kennen. Manch-
mal werden auch eigene Parkettierungsmuster entworfen. Das Prinzip der Parkettierung sollte
fir die Bearbeitung dieser Aufgabe bekannt sein. Folgende Themen sollten zudem vorab im
Unterricht behandelt worden sein: Winkel und Winkelsummen im Dreieck, Verhéltnisrech-
nung, Flacheninhalt von Trapezen, Flachen- und Umfangsberechnung von Kreisen. Letzteres
wird nach Kernlehrplan der Sekundarstufe I erst am Ende der 8. Klasse erlernt, sodass diese
Aufgabe gut am Ende der Jahrgangsstufe 8 zur Festigung dieser Kompetenzen oder zu Be-
ginn der Jahrgangsstufe 9 einsetzbar ist. Weiter léasst sich die Aufgabe auch fachiibergreifend
mit dem Biologieunterricht zum Beispiel im Themenbereich ,,Okosysteme® oder ,,Biotop- und
Artenschutz“ verkniipfen. Die Bedeutung der Honigbiene fiir Mensch und Umwelt und das
Bienensterben sind aktuelle und relevante Themen, die im Unterricht thematisiert werden
sollten und insbesondere auch aus Sicht der Mathematik beleuchtet werden kénnen.

Als ibergeordnetes Ziel der Aufgabe sollen Schiilerinnen und Schiiler am Beispiel der Bienen-
wabe wichtige Regeln fiir die iiberschneidungsfreie und liickenlose Parkettierung der Ebene
mit regelméfigen n-Ecken herleiten. Da die Schiilerinnen und Schiiler méglichst ohne Hilfe
des Lehrers zu diesen Erkenntnissen kommen sollen, sind die Aufgaben in mehrere Etappen
unterteilt, die schrittweise zur Erklarung hinfiihren.

Die Schiilerinnen und Schiiler bendtigen zur Bearbeitung der Aufgabe Schreibmaterial, ein
Geodreieck, einen Zollstock und einen Zirkel. Auflerdem sollte vorher im Unterricht jeweils
eine Schablone eines regelméfligen Sechsecks und eines regelméfligen Fiinfecks mit einer Sei-
tenldnge von jeweils einem Zentimeter aus Pappe angefertigt werden, damit die Schiilerinnen
und Schiiler die Parkettierungen ziigig zu Papier bringen kénnen. Die Bearbeitungszeit fiir
die gesamte Aufgabe betrigt circa 90 Minuten. Die Aufgabe soll bevorzugt in Kleingruppen
von drei bis vier Personen bearbeitet werden.

Waéhrend die Aufgaben am Bienenhaus in der Rheinaue bearbeitet werden, ist Vorsicht gebo-
ten, da direkt hinter dem Haus Bienenstdcke aufgebaut sind und die Bienen frei umherfliegen.
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7 Bunte Flachenvielfalt

A1 Messung: Up, = 37 m, Formel: d; :% bzw. 1 :%‘dl

Also folgt dy :377m =11,78 m und r; = @

=5,89 m
Das Kranichbecken hat einen Umfang von 37 Metern, der Durchmesser betragt 11,78 Meter
und der Radius 5,89 Meter.

A2 Individuelle Losungen sind méglich. Eine mogliche Losung besteht darin, eine Wésche-
klammer an einer Schnur zu befestigen, die von zwei Seiten auf Zug gehalten wird. Die
zwei Schiilerinnen/Schiiler stehen sich am Beckenrand so gegentiber, dass die Schnur die Kra-
nichskulptur bertihrt und somit die Lange d; hat. Die Wéascheklammer, die fest an der Schnur
anzubringen ist, soll nun dort platziert werden, wo der Durchmesser ds beginnt. Die Schiile-
rin / der Schiiler, die/der nidher zur Wascheklammer steht, markiert nun mit einer zweiten
Waischeklammer, den Punkt der Schnur, der genau am dufleren Beckenrand liegt. Dabei darf
die Position der ersten Wascheklammer nicht verschoben werden. Die Entfernung der beiden
Waischeklammern muss nun gemessen werden. Diese Strecke ist vom Radius r; abzuziehen,
um so den Radius 79 zu erhalten. Analog ist bei der Ermittlung von 73 vorzugehen.

ro =58 m—1,70m=4,19mund dy =2-4,19 m = 8,38 m bzw.
r3=58m—-37T0m=2,19mundd3=2-2,19 m=4,28m

Das Becken By hat einen Radius der Lénge 4,19 Meter und der Radius von Becken Bg
betrigt 2,19 Meter.

A3 Der Durchmesser dg des Sockels der Kranichskulptur wird mit 35 Zentimetern geschétzt
(Radius rg = 17,5 cm). Es gilt Ag = 7-rg?. Daraus folgt Ag = - (17,5 cm)? = 962,11 cm?.
Der Sockel der Kranichskulptur hat eine Flache von etwa 962,11 Quadratzentimetern.

A4 Wir messen die Wassertiefe h = 32 cm. Es gilt Vg = 7 - rg? - h. Daraus folgt dann
Vs =m- (17,5 cm)? - 32 m = 30787,61 cm? ~ 30,79 Liter.
Wiirde man die Kranichskulptur entfernen, wiirden 30,79 Liter mehr in das Becken B3 passen.

A5 Es gilt A, = m-r3%2 — Ag bzw. Vg, = 7 - 132 - h — Vg. Daraus folgt
Ap, = m-219 cm® — 962,11 cm? = 149711, 81 cm? = 14,97 m?
und
VB, = m- (219 cm)? - 32 cm — 30787, 61 cm® = 4790778 cm?® ~ 4790, 78 Liter

Das innere Becken enthélt etwa 4790,78 Liter Wasser und hat eine Wasseroberfliche von
14,97 Quadratmetern.

B1 Individuelle Lésungen sind moglich. Ein Lésungsvorschlag: Die Basis ¢, die gleich langen
Schenkel b und die Hohe h konnen vorsichtig abgemessen werden. Die Lénge, die von der
Basis ¢ abgezogen werden muss, um die kiirzere Grundlinie a zu erhalten, kann dann mithilfe
des Satzes von Pythagoras bestimmt werden (sieche Abbildung).

Eine Messung ergibt ¢ = 1,68 m, b =1,65 m, h = 1,63 m. Es gilt a = ¢ — 2 - Vb2 — h? bzw.
Atvaper = 3 - (@ + ¢) - h. Daraus folgt a = 1,68 m — 2+ (1/(1,65 m)2 — (1,63 m)2) = 1,16 m
und damit Atyape, = 3 - (1,16 m + 1,68 m) - 1,63 cm = 2,31 m?

Die zu bedeckende Fléiche in Form eines Trapezes hat eine Fliche von 2,31 Quadratmetern.
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a

d c

: _ 2 2 _ 1
B2 Es gilt AKreisring =T (Tl -T2 ) bzw. AKreisringausschnitt =35 AKreisring

AKreisring =TT ((57 89 m)2 - (4, 19 m)2) = 53,83 m?

53,83 m? 2
AKreisringaussehnitt = 24 =2,24m

Die zu bedeckende Fléche in Form eines Kreisringausschnitts hat eine Fléche von 2,24 Qua-
dratmetern. Die Abweichung betriagt etwa 3 Prozent. Die zweite Methode stellt die genauere
der beiden Methoden dar.

B3 Folgende Mafle sind zu wéhlen: 2 m x 2 m

ungenutzte Flache-100
Gesamtflache

Formel: (Verschnitt in Prozent) p% =
2.
Rechnung: ungenutzte Fliche= 4 m? — 2,24 m? = 1,76 m? bzw. p% = % = 44%

Die Abdeckplane mit den Maflen 2 m x 2 m ist zu wéhlen. Der Verschnitt betragt 1,76
Quadratmeter bzw. 44 Prozent.

B4 Aus A1l entnehmen wir Ug, = 37 m. Es gilt

1
UKreisringausschnitt =2 (Tl - 7'2) 4+ —-3Tm+ — - U32

24 24
und Up, = 2 -7 - ry. Daraus folgt Up, =2 -7-4,19 m = 26,32 m und
1 1
UKreisringausschnitt =2-1,70 m + ﬂ -37 m + ﬂ 26,32 m = 6,04 m
Man benétigt 3’8‘; — ~ 86 Schrauben. Es werden etwa 86 Schrauben benétigt, um die Ab-

deckplane zu befestigen.

° d1=11,78m
. d,=8,38m
. d3=4,28m

Grundriss des Kranichbeckens mit den Langen di, d2 und ds
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Didaktischer Kommentar:

Ein wesentliches Ziel des Geometrieunterrichts ist es, Figuren und Koérper in der Umwelt zu
erkennen und diese zu beschreiben. Hierbei sind die sichere Begriffsbildung bei den geome-
trischen Groflen (Lénge, Flacheninhalt und Volumen) sowie die Groflenvorstellungen iiber
diese zu schulen. Im Wesentlichen ist es das Ziel dieser Aufgabe, Probleme mit rdumlichen
Beziigen konkret zu erkennen und zu 16sen. Dabei sollen ebene und rédumliche geometrische
Figuren in der Umwelt wiedergefunden und ihre Eigenschaften dazu genutzt werden, eigene
Losungsstrategien zu entwickeln, um mathematische Sachverhalte zu beschreiben.

Es wird empfohlen, die nachfolgenden Aufgaben von Schiilerinnen und Schiilern der achten
Jahrgangsstufe bearbeiten zu lassen. Daher soll die Lehrkraft im Vorfeld die theoretischen
Inhalte zur Berechnung ebener und rdumlicher Strukturen einfithren. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen insbesondere in der Lage sein, Fliacheninhalte von Kreisen und Trapezen sowie
das Volumen eines Kreiszylinders zu bestimmen.

Die Teilaufgaben A1 und A2 sind grundlegend darauf ausgerichtet, unter Verwendung vor-
handener Hilfsmittel gefragte Langen zu messen, um damit im Anschlufl Berechnungen durch-
zufithren. Es wird betont, dass das Kranichbecken mit empfindlichem Pflanzenmaterial be-
pflanzt ist. Dies soll die Schiilerinnen und Schiiler zu einem riicksichtsvollen Umgang mit den
Pflanzen veranlassen. Weiterhin soll das Schéitzen von Maflen sowie das Bestimmen von Fla-
cheninhalten und Volumina geschult werden (A3 bis A5). Zunéchst soll die Oberfliche des
kreisrunden Sockels der Kranichskulptur geschétzt werden. Mithilfe der geschitzten Lange
soll im Anschlufl das Volumen, das der Sockel einnimmt, berechnet werden. Hierfiir soll der
Lernende das Volumen des Sockels durch das Volumen eines Kreiszylinders mit entsprechen-
den Maflen modellieren. Dabei muss auf das Vorwissen iiber den Zylinder zuriickgegriffen
werden. Die Formel zur Berechnung des Volumens sollte bekannt und im Rahmen des Unter-
richts bereits wiederholt benutzt worden sein. Die Hohe des Zylinders kann ermittelt werden,
indem der Wasserstand mithilfe eines Zollstocks gemessen wird. Dieses Ergebnis ist bei der
Losung von Teilaufgabe A5 von Bedeutung, denn um das Wasservolumen des inneren Be-
ckens zu berechnen, muss das Volumen des Sockels abgezogen werden. Bei der Berechnung
des Wasservolumens soll erneut auf die geometrische Form des Kreiszylinders zuriickgegriffen
werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen anhand des Textes einen kurzen Einblick in biologische
Phénomene bekommen. Zudem bietet das reale Phanomen Photoperiodismus einen sinnstif-
tenden Kontext, der den Realitdtsbezug von Mathematik angemessen verkérpern soll.

Die Lernenden sollen zunachst davon ausgehen, dass alle Réander des Beckens dieselbe Brei-
te haben. Ein vereinfachtes mathematisches Abbild der Realitit soll somit dazu dienen, die
Oberflache eines der dufleren Kompartimente des Beckens ndherungsweise zu bestimmen.
Bei der Bearbeitung von Teilaufgabe B1 ist die zu ermittelnde Flache als gleichschenkligen
Trapez anzusehen. Im Anschlufl daran ist die Fliche als Ausschnitt eines Kreisrings zu be-
trachten (B2), was die genauere der beiden Methoden darstellt. Hieriiber soll anschliefend
in Zweiergruppen diskutiert werden.

Das Arbeiten mit Kérpernetzen und -modellen erfordert rdumliches Vorstellungsvermogen.
Fiir die Bearbeitung der Teilaufgabe B3 wird die Féahigkeit, in der Vorstellung rdumlich zu
sehen und rdumlich zu denken, vorausgesetzt. Mithilfe der bereits ermittelten Mafe ist eine
Aussage dariiber zu treffen, in welches Rechteck der Kreisringausschnitt passt. Der Verschnitt
soll dabei kleinstmoglich sein.

In der letzten Teilaufgabe (B4) soll der Umfang des Kreisringausschnitts bestimmt werden.
Hierfiir miissen die Schiilerinnen und Schiiler auf ihre Messungen und Berechnungen aus den
vorherigen Teilaufgaben zuriickgreifen.
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8 Geeichte Grof3en

A2 Die gesuchte Baumhohe sei hy. Nach dem 1. Strahlensatz gilt: }% = %

Bei einem 1,58 m groflen Menschen, der einen 1,185 m langen Schatten wirft, wihrend der
Baum einen Schatten von 19,6 m wirft, gilt:
hy 19,6 m 19,6 m

- - 2o m ~ 26,1
158m Lissm  MTTissm oom~26.13m

Die Stieleiche hat eine Grofle von etwa 26, 13 Metern. Damit hat sie seit 2012 etwa 13 Zenti-
meter an Hohe zugelegt.

A3

Die gesuchte Baumhohe sei h. Die beiden Ka-
theten des Geodreiecks haben jeweils die Lénge
15, 5cm. Eine Messung ergibt z.B. ¢ = 1,50 m und
CB’ = 24,60 m.

Es gilt h = A’B’ + a und nach dem 2. Strahlensatz
AB _ AB

CB’ =~ CB’

A'B’ _ 15,5 cm
Daraus folgt 5icom = I55em und also
A'B" = 24,60 m.

Wir erhalten h = 24,60 m + 1,50 m = 26, 10 m.

Mit dieser Methode erhalten wir eine Baumhd&he
von 26,10 Metern. Die Stieleiche hat nach dieser
Rechnung seit 2012 etwa 10 Zentimeter an Hohe
zugelegt.

B1 Es wurden folgende Umfénge gemessen: 310 cm, 310,3 cm und 310,8 cm. Damit folgt fir
den durchschnittlichen Umfang Ustamm = % -(310 cm + 310,3 cm + 310,8 c¢cm) ~ 310,37 cm.
Der durchschnittliche Stammumfang (basierend auf den Messwerten) betrégt 310,37 Zenti-
meter.

B2 Der Baumstamm kann nédherungsweise als Zylinder betrachtet werden. Es gilt d = US“%&
und r = % -d. Wir erhalten d = w ~ 98,79 cm und r = w ~ 49,40 cm sowie

Vstamm = 7 - (49,40 cm)? - 200 cm ~ 1533323, 41 cm?® ~ 1533 dm?.

Der Durchmesser d betragt ungefahr 98,79 Zentimeter und der Radius r etwa 49,40 Zentime-
ter. Das Teilstiick des Baumstamms umfasst ein Volumen von ungefdhr 1533 Liter.
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B3 Das Volumen des quadratischen Balkens ist maximal, wenn die Deckfliche maximal ist.

Fine mogliche Vorgehensweise verwendet den Satz
des Pythagoras. Es gilt d> = a® + a®> = 2 - a? und
Vstamm = @ - a-h =a® - h.

Wir erhalten 2 - a? = (98,79 cm)? = 9759,46 cm?.

Daraus folgt a? = 4879,73 cm® und schlieBlich
a = /4879, 73 cm? =~ 69, 85 cm.
BEs gilt Vstamm = (69,85 cm)? - 200 cm =

975804, 5 cm? ~ 976 dm® = 0,976 m3.
Das Volumen des quadratischen Balkens betragt unge-
fahr 0,976 Kubikmeter.

B4 Die Dichte ist der Quotient aus Masse und Volumen, d.h. m = p - V. Wir erhalten
m=0,71-E5-.0,976 m? = 710% -0,976 m? = 692,96 kg

Die Masse des quadratischen Balkens betrigt ungefahr 692,96 Kilogramm.
C1 Die Dicke der Rinde betrigt etwa 2 Zentimeter (dringe = 2 cm). Es gilt
VRinde =T" (T2 - (T - dRinde)Q) -h

Daher folgt VRinde = 7 - ((49,40 cm)? — (47,40 cm)?) - 200 cm ~ 121642, 47 cm? ~ 122 dm?® =
0,122 m3. Das Volumen der Rinde des Teilstiicks betragt ungefihr 0,122 Kubikmeter.

C2 Die Vermessung des Weinkorkens liefert folgende Mafe:

Hohe hx = 4,5 cm, Radius rg = 1,2 cm

Es gilt Vkorken = 7 - r%( - hy. Daher folgt Vkorken = 7 - (1,2 cm)2 4,5 cm ~ 20,36 cm?.

Wir schétzen den Radius des Baumes auf » = 25 ¢m und messen die Dicke der Rinde
mit dRringe = 2,5 cm nach. Daraus folgt VRinge = 7 - ((25 cm)? — (22,50 cm)?) - 200 cm =
74612, 82 cm? und schlieBlich

VRinde _ 74612,82 cm?
Vikorken 20,36 cm?

~ 3664

Mit der Rinde des Teilstiicks konnen etwa 3664 Weinflaschen verschlossen werden.
Didaktischer Kommentar:

Einer der haufigsten und sowohl 6kologisch als auch wirtschaftlich bedeutendsten Laubbéau-
me Mitteleuropas ist die Stieleiche. Die folgende Aufgabe soll Schiilerinnen und Schiiler dazu
veranlassen, sich genauer mit der 6kologischen Bedeutung von Baumen und insbesondere mit
dem Nutzen der Stieleiche und der Korkeiche zu beschéftigen.

Die Informationstafel, die vor der Stieleiche platziert ist, enthélt wichtige Fakten, die die Ler-
nenden auf die Wichtigkeit von Bédumen aufmerksam machen soll. Nicht nur fir die Natur,
sondern auch fiir den Menschen hat der Baum einen unschétzbaren Wert. Das Holz ist der
meistgenutzte Stoff des Baumes. Wir nutzen es, um daraus Mobel zu bauen, stellen daraus
Papier und Brennstoff her usw. Doch auch die Rinde von Bdumen wird vielfdltig genutzt.
Beispielsweise wird aus der Rinde der Korkeiche - wie der Name schon verrat - Kork ge-
wonnen, welcher als Ausgangsmaterial fiir Weinkorken, Pinnwidnde oder Schuhsohlen dient.
Diese Fakten nutzen wir, um realitdtsbezogene Aufgaben von Schiilerinnen und Schiiler der
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Sekundarstufe I bearbeiten zu lassen. Inhaltlich lassen sich die nachfolgenden Teilaufgaben
in den Kontext des Geometrieunterrichts der achten Jahrgangsstufe einordnen.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen mit verschiedenen Methoden die Hohe der Stieleiche
ermitteln. Die Bearbeitung der Teilaufgaben A2 und A3 setzt voraus, dass iiber ein grundle-
gendes Verstédndnis von Langenverhaltnissen verfiigt wird. Die Strahlensétze sind somit von
der Lehrkraft vorab einzufiihren und einzuiiben. A2 ldsst die Schiiler die sogenannte Schat-
tenmethode verwenden. Diese Methode kann nicht durchgefiihrt werden, wenn es bewdlkt ist.
In diesem Fall ist eine Zeichnung anzufertigen und mithilfe dieser eine Gleichung aufzustel-
len, mit der die Baumhohe ermittelt werden kann. Baumhohen kénnen auflerdem mithilfe
eines gleichschenkligen Dreiecks, dem sogenannten Forsterdreieck, bestimmt werden. Diese
Methode ist in Teilaufgabe A3 anzuwenden. Das Anfertigen einer Zeichnung soll hierbei dem
Lernenden helfen, die gesuchte Grofie zu ermitteln.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen vorab in der Lage sein, den Umfang von Kreisen sowie das
Volumen von Zylindern zu ermitteln. Zunéchst sollen sie einen Schétzwert fiir den mittleren
Stammumfang der Stieleiche angeben (B1), um im Anschlufl sowohl den Durchmesser d als
auch den Radius r des Baumstammes zu berechnen (B2). Auflerdem lasst Teilaufgabe B2
die Lernenden das Volumen des Baumstamms vom Boden bis zu einer Hohe von zwei Metern
berechnen.

Bei Teilaufgabe B3 handelt es sich um ein sogenanntes Extremwertproblem, genauer um ein
Maximierungsproblem. Das grofitmogliche Volumen des quadratischen Balkens, das aus dem
Baumstamm gewonnen werden kann, soll bestimmt werden. Hierfiir miissen die Schiilerinnen
und Schiiler mit dem Satz des Pythagoras vertraut sein.

Bei den Teilaufgaben C1 und C2 ist das Volumen der Baumrinde zu ermitteln. Die Schiile-
rinnen und Schiiler sollen hierbei erkennen, dass das Volumen der Rinde als Differenz zweier
Zylinder betrachtet werden kann.

Bei Teilaufgabe C2 bietet die Tatsache, dass die Rinde von Korkeichen zum Verkorken von
Weinflaschen genutzt wird, einen Bezug zu Realsituationen. Es wird erwartet, dass der Ler-
nende die Aufgabe in Teilaufgaben zerlegt. Zunéchst ist das Volumen eines Weinkorkens zu
bestimmen, welcher von der Lehrperson mitgebracht wird. Um dann zu ermitteln, wie viele
Korken dieser Grofle aus der Rinde der Korkeiche produziert werden kénnen, muss auf den
Losungsweg der Teilaufgabe C1 zuriickgegriffen werden.
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9 Brunnenspiele

A1 Der Umfang des Brunnens betrégt 26,4 m. Der Durchmesser betrigt 8,4 m.

Umfang ~ 26,4m
Durchmesser 8,4 m

Das Verhéltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises wird durch die Kreiszahl 7 be-
schrieben.

A2 Der Umfang der Brunnendffnung betrigt 23,04 m. Daraus ergibt sich ein Radius von:

Radius = 23’20$ ~ 3,67 m

T
Gitterfliche = 7 - (3,67 m)? ~ 42,31 m?
Die Gitterfliche muss 42,31 Quadratmeter grof3 sein.

A3 Das Innere des Brunnens kann in vier Zylinder unterteilt werden. Addieren wir die Volu-
mina der Teilzylinder erhalten wir das Volumen des Brunnens. Die Radien der vier ibereinan-
derliegenden kreisformigen Grundflichen kénnen durch Abmessen der Durchmesser bestimmt
werden. Alternativ kann der Radius eines Kreises, der unter einem anderen Kreis K liegt auch
berechnet werden, indem wir vom Radius des Kreises K die Lénge einer Treppenstufe abzie-
hen. Alle Treppen haben eine Lange von 32 Zentimetern.

Aus B1 kennen wir bereits den Umfang der
ersten Kreisscheibe, die die Grundflache des
ersten Zylinders bildet. Thren Radius haben
wir auch schon zuvor berechnet. Dieser betragt
3,67 Meter. Die Hohe des betrachteten Zylin-
ders betragt 15,5 Zentimeter. Mit diesen An-
gaben konnen wir das Volumen des ersten Zy-
linders berechnen:

Vi =m-(3,67 m)%-0,155 m ~ 6,56 m>

Zur Bestimmung des Radius der zweiten Kreisflache ziehen wir nun die Lénge der Trep-
penstufe vom bisherigen Radius ab und erhalten fiir den zweiten Zylinder einen Radius von
3,35 Metern. Daraus berechnen wir analog wie zuvor das Volumen des Zylinders. Insgesamt
erhalten wir:

Virannen = 6,56 m® + 7+ (3,35 m)?- 0,155 m+ 7 - (3,03 m)?- 0,16 m
+7-(2,71m)?- 0,25 m ~ 22,41 m>

Der Brunnen hat ein Volumen von 22,41 Kubikmetern.

A4 )
1600—= - 22,41 m* = 35856 kg
m

Es werden 35856 Kilogramm Sand benétigt. Das sind also etwa 35,86 Tonnen Sand. Der
LKW-Fahrer muss mindestens zweimal zum Brunnen fahren, um ihn komplett mit Sand zu
fiillen.
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A5 Es dauert lediglich 2 Sekunden bis eine 0,5-Liter-Flasche gefiillt ist. Im Brunnen befinden
sich 12 Offnungen, aus denen Wasser austritt.
L

L
0.5L o8 _q5 L
2s min min

L L
15— 12 =180——
min min
Pro Minute stromen aus allen Wasseréffnungen insgesamt 180 Liter Wasser in den Brunnen.

1 Liter entspricht 1 Kubikdezimeter. Das Volumen des Brunnens wandeln wir auch in dm?
um: 22,41 m3=22410 dm®. Wir wissen bereits, dass pro Minute insgesamt 180 1 (=dm?) in
den Brunnen stromen.

22410 dm?
1804w’

min

= 124,5 min

Der Brunnnen wére nach 124,5 Minuten, also nach 2 Stunden 4 Minuten und 30 Sekunden
gefullt.

A6 Zuerst berechnen wir wie viel Volumen der Brunnen bis zu einer Héhe von 0,5 Meter
fasst. Steht das Wasser in dieser Hohe, so sind die beiden unteren Teilzylinder vollstdndig
mit Wasser gefiillt. Das Wasser steht dann bereits in einer Héhe von 41 Zentimetern, sodass
der dritte Zylinder nur teilweise bis zu einer Hohe von 9 Zentimetern gefiillt werden muss.

VBrunnen bis 05 m Hohe = T+ (2,71 m)?- 0,25 m+7- (3,03 m)?- 0,16 m+7- (3,35 m)?
~ 13,556 m® = 13556 dm® = 13556 L

Wenn der Brunnen bis zu einer Hohe von 0,5 Metern mit Wasser gefiillt ist, befinden sich
13566 Liter in ihm.

13556 1
180-L

min
Das Wasser steht nach 75,37 Minuten, also nach einer Stunde 15 Minuten 22 Sekunden einen
halben Meter hoch.

= 75,37 min

B1 Alle Langen werden um 100% vergrofiert
und damit verdoppelt. Die Radien der vier
Kreise betragen nun:

Radius(Kreis 1) = 7,34 m
Radius(Kreis 2) = 6,7 m

Radius(Kreis 3) = 6,06 m
Radius(Kreis 4) = 5,42 m

B2
Gitterfliche = 7 - (7,34 m)? = 169, 26 m?

VBrummen =7 - (7,34 m)%- 0,31 m 4+ 7 - (6,7 m)*- 0,31 m + 7 - (6,06 m)*- 0,32 m
+7-(5,42m)?-0,5 m = 179,25 m?

Die Gitterflache des neuen Brunnenmodells betragt 169,26 Quadratmeter und das Volumen
179,25 Kubikmeter.
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B3

Radius Kreis 1 | Gitterfliche | Volumen(Brunnen)
Modell 1 3,67 m 42,31 m? 22,41 m?
Modell 2 7,34 m 169,26 m? 179,25 m?
Verhiéltnis (Mgggﬂ 2) 2 4 8

Kleine Abweichungen sind den Rundungen geschuldet. Vergleicht man die Verhéltnisse der
jeweiligen Groflen, so lasst sich erkennen, dass die Léngen, die Fldache und das Volumen um
unterschiedliche Faktoren zunehmen. Bei Vergroflerung der Langen um Faktor 2 wéchst die
Fliche um den Faktor 22 = 4 und das Volumen um den Faktor 23 = 8, also allgemein: Bei
einer Vergroflerung der Langen um den Faktor k, wichst die Fléche (zweidimensonal) um den
Faktor k% und das Volumen (dreidimensional) um den Faktor k3.

Didaktischer Kommentar:

Diese Aufgabe behandelt die Volumenberechnung zusammengesetzter Korper. Das Volumen
des Brunnens kann in die Volumina mehrerer Kreiszylinder unterschiedlicher Durchmesser
unterteilt werden und mit Hilfe dieser von den Schiilerinnen und Schiilern bestimmt werden.
Da die Formel zur Bestimmung des Volumens eines Zylinders vorausgesetzt wird, richtet sich
die Aufgabe geméfl Kernlehrplan an Schiilerinnen und Schiilern der achten Klasse. Auflerdem
werden Berechnungen an Kreisen inhaltlich vorausgesetzt. Dieses Thema sollte vorher wieder-
holt und durch die Aufgabe vertieft werden. Dariiber hinaus berechnen die Schiilerinnen und
Schiilern in der Aufgabe auch die Kreiszahl 7, welche bereits vorher im Unterricht eingefiihrt
werden sollte.

Die Schiilerinnen und Schiilern benétigen zur Bearbeitung der Aufgabe Schreibmaterial, einen
Zollstock, einen Taschenrechner, eine 0,5-Liter-Flasche, eine Stoppuhr und eine Schnur. Die
Bearbeitungszeit der Aufgabe betrigt circa 45 Minuten. Die Aufgabe soll bevorzugt in Klein-
gruppen von drei bis vier Personen bearbeitet werden.

Zu beachten ist, dass der Brunnen in der Zeit vom 15.11.-15.01. eines jeden Jahres geschlossen
ist.
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10 Treppensteigen leicht gemacht

Hinweis: In dieser Lésung wird mehrfach die Tangensfunktion verwendet, um einen Win-
kel im rechtwinklichen Dreieck auszurechnen. Dabei ist tan(a) = %. Wenn man
die Tangensfunktion nicht kennt, kann man alternativ die Hypotenuse im Dreieck mithilfe
des Satzes des Pythagoras berechnen und anschlieflend den Winkel o durch Verwendung der

Sinusfunktion bestimmen:
_ Gegenkathete

sin(a) =
() Hypotenuse

A1 Die Skizze der Treppe in Seitenansicht kann wie folgt aussehen:

17

Sie zeigt die finf Treppenabschnitte an und gibt jeweils an, aus wie vielen Treppenstufen sich
die Abschnitte zusammensetzen.

A2 Eine Treppenstufe hat eine Hohe von 14,7 Zentimeter und eine Tiefe von 32,4 Zentimeter
(vgl. folgende Abbildung).

Die prozentuale Steigung v ldsst sich berechnen, indem man den Héhenunterschied Ay durch
die horizontale Liange Ax teilt. Fiir den untersten Treppenabschnitt, der sich aus 6 Treppen-
stufen zusammensetzt, ergibt sich eine Hohe von:

Ay=6-14,7 cm = 88,2 cm
und eine horizontale Entfernung von:

Ax =6-32,4 cm = 194, 4 cm.
Somit ergibt sich eine prozentuale Steigung von:

Ay 88,2 cm
2V P2 454 = 45,4
YT Ax 194, 4 cm 0,45 54 %

Mithilfe der Tangens- und der Arcustangensfunktion lasst sich der zugehorige Steigungswinkel
berechnen. Fiir den Steigungswinkel o des ersten Treppenabschnittes erhilt man:

88,2 cm
—tan ' — 2 ) ~24,40°
@ =t (194,4 om ) ’
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Mit diesen Werten kann die erste Zeile der Tabelle ausgefiillt werden:

Stei inkel
Hohe Trep- | Tiefe Trep- | Prozentuale Steigungswinkel S elgtun;gsvgln' e
penstufe penstufe Steigung (%) (Grad) rozentuale Steigung
147cm | 324cm [ 454 % 24, 4° |

Die Treppenstufen haben eine Hohe von 14,7 Zentimeter und eine Tiefe von 32,4 Zentimeter.
Der Steigungswinkel des untersten Treppenabschnittes betragt 24,4°, wahrend die prozen-
tuale Steigung 45,4 % betrigt.

A3 Die anderen vier Treppenabschnitte haben die gleiche Steigung und somit auch den

gleichen Steigungswinkel wie der unterste Treppenabschnitt. Grund dafiir ist, dass Steigung

Hohenunterschied
immer den Verhéaltniswert - Hurerser angibt. Da jede Treppenstufe die glei-
horizontale Entfernung

chen Mafle hat, fithrt eine beliebige Anzahl an Treppenstufen immer auf die gleiche Steigung.
Die prozentuale Steigung ist zugleich der Tangens des Steigungswinkels, sodass sich bei gleich
bleibender Steigung der Steigungswinkel entsprechend auch nicht verdndert.

B1 Das Schrittmaf variiert je nach Grofie eines Menschen. Beim Gehen liegt das Schrittmaf
eines durchschnittlichen Erwachsenen zwischen 59 Zentimeter und 65 Zentimeter. Zwei Mal
die Hohe plus die Tiefe einer Treppenstufe soll also zwischen 59 Zentimeter und 65 Zentimeter
liegen, damit die Schrittmafiregel erfiillt ist. Fiir unsere Treppe gilt:

2-14,7cm +32,4cm =61,8 cm

Es gilt: 59 cm < 61,8 cm < 65 cm. Die Schrittmafiregel wird eingehalten.

B2 Die neue Hohe der Treppenstufe bestréagt 14,7 cm - 0,5 = 7,35 cm. Die neue Tiefe der
Treppenstufe betragt 32,4 cm - 1,25 = 40,5 cm. Einsetzen in die Formel fiir das Schrittmafl
liefert:

2-7,35 cm + 40,5 cm = 55,2 cm

Es ist 55,2 cm < 59 ¢m. Nach der Schrittmafiregel kann die neue Treppe nicht bequem be-
gangen werden.

B3 In Teilaufgabe A3 haben wir erkannt, dass es egal ist, aus wie vielen Stufen sich ein
Treppenabschnitt zusammensetzt. Die prozentuale Steigung und der Steigungswinkel bleiben
unverdndert. Daher werden die Steigungen jetzt mit der Héhe und Tiefe einer einzelnen
Treppenstufe berechnet. Es ergibt sich eine prozentuale Steigung v von:

Ay 7,35 cm

=2 =—~0,1815 =18, 15
'T Ax 40,5 cm ’ 15 %

Fiir den Steigungswinkel o des Treppenabschnittes erhélt man:

7,35 cm
=tan~ ! [ ———"") ~ 10,29°
= tan (40, 5 cm> ’

Mit diesen Werten kann die zweite Zeile der Tabelle ausgefiillt werden:

Hohe Trep- | Tiefe Trep- | Prozentuale Steigungswinkel Stelgungswmkel
penstufe penstufe Steigung (%) (Grad) Prozentuale Steigung
14,7 ecm 32,4 cm 454 % 24, 4°

7,35 cm 40,5 cm 18,15 % 10, 29°
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Die prozentuale Steigung der neuen Treppe betriagt 18,15 %. Der Steigungswinkel betragt
10, 29°.

B4 Man ergénzt nun die letzte Spalte der Tabelle:

Hohe Trep- | Tiefe Trep- | Prozentuale Steigungswinkel Stelgungswmkel
penstufe penstufe Steigung (%) (Grad) Prozentuale Steigung
14,7 cm 32,4 cm 45,4 % 24, 4° 0,54

7,35 cm 40,5 cm 18,15 % 10, 29° 0,57

Man sieht, dass die Quotienten nicht tbereinstimmen. Die prozentuale Steigung und der
Steigungswinkel sind nicht proportional zueinander. Das liegt natiirlich daran, dass die Um-
kehrfunktion der Tangensfunktion keine lineare Funktion ist.

C1 Die Liange der Rampe vom obersten Treppenabsatz bis zum Knick betrdagt 44,10 Meter.

Gesucht ist die prozentuale Steigung, d. h. der Quotient aus der Rampenhohe Ay und der
horizontalen Entfernung Az. Die Rampenhdhe ldsst sich tiber die Hohe der Treppenstufen
ermitteln. Aus Teilaufgabe A1 ist bekannt, dass der oberste Treppenabschnitt aus 17 Trep-
penstufen besteht. Jede Stufe hat eine Hohe von 14,7 cm. So ergibt sich:

Ay =17-14,7 cm = 249,9 cm = 2,499 m

Mithilfe des Satzes des Pythagoras ldsst sich nun die fehlende Seite Ax bestimmen. Setzt
man in die Gleichung
(44,10 m)? = (Ay)? + (Az)?

den bekannten Wert fiir Ay ein und formt um, so erhélt man:
(44,10 m)? = (2,499 m)? + (Az)?

und schlieBlich (Ax)? ~ 1938, 56 m?2. Daraus folgt Az ~ 44,03 m. Mit den berechneten Wer-
ten fiir den Hohenunterschied und die horizontale Entfernung lésst sich nun die prozentuale
Steigung berechnen:

(Ay> 2,499 m
Az) 44,03 m

Der oberste Rampenabschnitt hat somit eine Steigung von 5,68 %.

~ 0,0568 = 5,68 %

C2
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Nach der vorherigen Aufgabe betragt die Steigung des obersten Rampenabschnittes

5,68 %. In der Abbildung ist der oberste Rampenabschnitt blau gefarbt. Wenn die Rampe
mit dieser Steigung weitergefiihrt werden soll, so muss fiir die Steigung der gesamten Rampe
gelten:

A
=Y 00,0568 = 5,68 %
Az

Ay beschreibt dabei den Hohenunterschied, der mit der Rampe iiberwunden werden muss.
Dieser ldsst sich mithilfe der Treppenstufen berechnen. Man weifl, dass man insgesamt 58
Treppenstufen mit einer Héhe von 14,7 cm bendétigt, um den Héhenunterschied zu iiberwin-
den. So ergibt sich:

Ay =58-14,7 cm = 852,6 cm = 8,526 m

Dieser Wert wird nun in die obige Gleichung eingesetzt:

Ay 8,526 m
— = —— =0,0568

Ax Az ’

und anschliefend kann nach der Unbekannten Ax umgeformt werden:

8,526 m

= =150,1
Ax 0.0568 50,11 m

Die gesuchte Rampenlénge [ ldsst sich nun iiber den Satz des Pythagoras ermitteln:

(Az)? + (Ay)? = 12

Einsetzen der bekannten Werte fiir Az und Ay und Umformen nach der Unbekannten I
liefert:
I = (150,11 m)? + (8,526 m)? ~ 22605, 7 m?

und schliellich | ~ 150,35 m. Die Lange der Rampe betrigt circa 150,35 m.

C3 Die Langen der einzelnen Rampenabschnitte sind der folgenden Abbildung zu entnehmen:

Bildnachweis: (© OpenStreetMap — Mitwirkende (www.openstreetmap.org)
Insgesamt (ohne waagerechte Teilstiicke) hat die Rampe eine Lénge von 138,23 Meter. Es gilt

138,23 m

—— =10,919=91,9
150,35 m ’ 9%

Die Zick-Zack-Rampe ist etwa 8,1 % kiirzer.
C4 Aus der Tatsache, dass die zick-zack-formige Rampe kiirzer als die gerade verlaufen-
de Rampe ist, lasst sich schlieflen, dass nicht alle Zick-Zack-Rampenabschnitte die gleiche

Steigung wie der oberste Rampenabschnitt haben. Durchschnittlich haben die unteren finf
Rampenabschnitte eine groBere Steigung als der oberste Abschnitt.
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Didaktischer Kommentar:

Das Thema Steigung, welches in einem geometrischen Kontext im Mathematikunterricht
hdufig nur am Rande behandelt wird, soll in dieser Aufgabe eine praktische Anwendung
finden. Die Begriffe ,prozentuale Steigung® und ,,Steigungswinkel“ sollten den Schiilerinnen
und Schiilern bekannt sein.

Im Sinne der Binnendifferenzierung soll zu Beginn (Teilaufgabe A1) eine Skizze erstellt wer-
den, die die Bearbeitung der folgenden Aufgaben erleichtern kann. Mit Teilaufgabe A2 erfah-
ren die Schiilerinnen und Schiiler erste Zusammenhénge zwischen der prozentualen Steigung
und dem Steigungswinkel. Das Vorgehen zur Berechnung der Steigung wird dabei als bekannt
vorausgesetzt und nicht ndher angeleitet. Allerdings kann der vorausgegangene Aufgabenzu-
satz ,Miss die Hohe und die Tiefe einer einzelnen Treppenstufe [...]* als Hilfestellung dienen.
Aus den Maflen einer einzelnen Treppenstufe kann mithilfe des Dreisatzes leicht auf die be-
notigten Werte fiir die Hohe und die horizontale Lénge des Treppenabschnittes geschlossen
werden.

Bei der Berechnung des Steigungswinkels in Teilaufgabe A2 miissen die Schiilerinnen und
Schiiler erkennen, dass mithilfe der Tangens- beziehungsweise Arcustangensfunktion aus der
prozentualen Steigung auf den Steigungswinkel geschlossen werden kann. Vor dem mathema-
tischen Spaziergang sollten somit die trigonometrischen Funktionen, insbesondere die Tan-
gensfunktion und ihre charakteristischen Eigenschaften, thematisiert werden.

In Teilaufgabe A3 koénnen die Schiilerinnen und Schiiler unter Beweis stellen, dass sie den
Begriff der Steigung auf einer abstrakten Ebene verstanden haben. Die offene Formulierung
soll Raum fiir Argumentation geben.

Aufgabenteil B bringt die zwei zunéchst separat betrachteten Begriffe ,,prozentuale Steigung*
und ,Steigungswinkel“ in einen Zusammenhang. Mit diesem Aufgabenteil wird das Lernziel
verfolgt, dass die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass Steigung und Steigungswinkel nicht
proportional zueinander sind, und es somit nicht moglich ist, Steigungen und Steigungswinkel
mit einem einfachen Dreisatz ineinander umzurechnen.

Mit Aufgabenteil C erhalten die Schiilerinnen und Schiiler die Méglichkeit, sich noch einmal
intensiv mit dem Begriff der Steigung auseinanderzusetzen.

Es bietet sich an, die Aufgabe mit Schiilerinnen und Schiilern zu behandeln, die am Ende der
achten Jahrgangsstufe stehen, vorausgesetzt die trigonometrischen Funktionen wurden bereits
thematisiert. Aus ihrer vorherigen Schullaufbahn sollte den Lernenden bekannt sein, dass
die Steigung das Verhéltnis zwischen Hohenunterschied und horizontaler Entfernung angibt.
Einfache Berechnungen mit dem Dreisatz und Prozentwerten werden ebenfalls vorausgesetzt.
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11 Auf den Spuren von Felix Hausdorff

A1 Der Durchmesser des Kreises betragt 35 Zentimeter, der Radius demnach 17,5 Zentimeter.
Fiir den Flacheninhalt Fk s des Kreises gilt also:

Fireis = - (0,175 m)? ~ 0,096 m?

A2 Berechne zunéchst den Flécheninhalt Fg des Quadrates, in dem die Metallfldiche und der
Kreis liegen. Die Seiten des Quadrates sind 40 ¢cm lang. Bestimme dann die Fliache F)y, die
aus Metall ist.

Fg =0,4m0,4m = 0,16 m?
= Fy = Fy — Fg =~ 0,16 m? — 0,096 m? = 0,064 m?

A3 Messe hierfiir die in der untenstehenden Abbildung eingezeichnete Léange a. Der Radius
ro des imagindren Kreises, auf dem die Schrift steht, entspricht dann r — a.

Mit a = 2¢m folgt: ro = 0,155m. Man erkennt anhand der Punkte, die in regelméfligen

Abstédnden um den Kreis verlaufen, dass der Schriftzug iiber % des Gesamtumfangs des ima-

gindren Kreises verlduft. Somit folgt fiir die gesuchte Lénge 1 mit der Formel fiir den Umfang
eines Kreises:

1
[ = Z(27r-0, 155) m ~ 0,243 m

A4 Die gegebene Information lautet: 1868-1942. Abhéngig davon, ob Hausdorff vor oder
nach seinem Geburtstag im Jahr 1942 starb, ist er 73 oder 74 Jahre alt geworden. (Da er im
November geboren wurde und im Januar starb, wurde er 73 Jahre alt.)

A5 Sei a, die Anzahl der Steine der Umrahmung der Tiefe n. Dann gilt:
a1 =12, apy1 = an + 8 bzw. a, =4+ 8n

Zum Beispiel ist dann as = 20 und ag = 28. Sei nun b,, die Anzahl der Steine innerhalb der
Umrahmung der Tiefe n (einschlieBlich der Steine der Umrahmung n). Zur Ermittlung der
b, missen die a, aufsummiert werden. Es ergibt sich b,, mit

b,=a1+as+ -+ a,.
Zum Beispiel gilt dann b; = 12, by = 32, b3 = 60.

A6 Durch Betrachtung der Steine erkennt man, dass es maximal eine sechste Ebene geben
kann:
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Die Anzahl der in ihr enthaltenen Steine ist somit gerade bg, also:

bg = a1 +ag+az+ag+ a5+ ag
— (448 1)+ (4+8-2)+ (4+8-3)+ (4+8-4)+ (4+8-5) + (4+8-6)
= 12 + 20+ 28 + 36 + 42 4+ 50 = 188

Da ein quadratischer Stein eine Kantenldnge von 20 cm hat, ist die Gesamtflache der Steine

188 - (0,2 m)? = 7,52 m?

grof3 .

B1 Es ergeben sich die Mengen M; = {F,E,L,I, X}, My={H,A,U,S,D,O,R,F},
My = {M,A,T,H,E,I,K,R)}.

B2

MlﬂMQZ{F}, MgﬂMg:{H,A,R},MlﬂMgg:{E,I}
MyUMy,={F,E,L,1,X,H,AUS,D,O, R},

MyUMs ={H,AUS,D,O,R,F,M,T,E,I,K},
MyUMs={F,E,L,1,X,M,A,T,H, K, R}

B3 MiNMenMs={}, MiUMyUMs={F,E,L,I,X,H,AUS D ,O,R MT,K}
Didaktischer Kommentar:

Die Aufgabe ,Felix Hausdorff“ ist fiir die Jahrgangsstufe 8 oder 9 konzipiert. Da sie das
Konzept Fldcheninhalt eines Kreises enthélt, miissen die Schiilerinnen und Schiiler in der
Lage sein, diesen zu berechnen, weshalb die Aufgabe ab der Jahrgangsstufe 8 empfohlen
wird. Die Aufgabe ermoglicht, neben dem Anwenden bekannter Konzepte, einen Blick iiber
den Tellerrand in die von der Schulmathematik unberiihrten Gebiete der Mathematik. Dieser
spielerische Einblick ist sowohl fiir bereits von der Mathematik begeisterte Schiilerinnen und
Schiiler als auch fiir diejenigen, die ihre Begeisterung noch nicht gefunden haben, gedacht.
Die Teilaufgaben A1 bis A3 zielen auf das Berechnen von Fliacheninhalten und Umféngen
ab. Sie kénnen gut mit der bekannten Schulmathematik bewéltigt werden. Die Teilaufgaben
A5 und A6 fordern die Schiilerinnen und Schiiler dazu auf, eine Folge zu benennen, die die
Anzahl der Steine beschreibt. Hierzu miissen sie ihre erhobenen Daten verallgemeinern. Die
Teilaufgaben B1 bis B3 setzen sich mit der Mengenlehre auseinander, in der Felix Hausdorff
unter anderem gewirkt hat.

41



12 Sonnenstrahlen auf Bronze

A1l Im Folgenden wird die GroBe der Figur
,Egg Head“ beispielhaft bestimmt. Diese hat
am 15.06.2018, einem sonnigen Tag, um 15:00
Uhr einen Schatten von 70 cm geworfen. Ei-
ne 175 Zentimeter grofle Mitschiilerin hatte
zum gleichen Zeitpunkt eine Schattenlédnge von
133,50 Zentimeter.

A2 Die Sachsituation lasst sich in ein mathematisches Modell iibersetzen, indem zwei recht-
winklige, &hnliche Dreiecke konstruiert werden. Auf dieser Grundlage ldsst sich folgende Ver-
héltnisgleichung aufstellen:

Skulptur Schattenlédnge Skulptur

GroBe Mitschiiler ~ Schattenlinge Mitschiiler

Folgende Werte sind bekannt:

o Grofle des Mitschiilers: A = 175 cm

Schattenldnge des Mitschiilers: B = 133,5 ¢m

Schattenldnge der Figur: C' = 70 cm

Hohe des Sockels, auf dem die Figur steht: 10 cm

Hohe der Skulptur (Figur + Sockel): D

Gesuchte Hohe der Figur: H = D — 10 cm

Es entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke:

Diese sind &hnlich zueinander, da sie in ihren Winkeln iibereinstimmen. Die Rechtwinkligkeit
der Dreiecke ldsst sich iiber den (anndhernd) geraden Stand der Skulptur und der Mitschiilerin
erkldren. Die Identitdt des Winkels « ist darin begriindet, dass es nur eine Sonne gibt, die
zum Messzeitpunkt im selben Winkel auf die Figur und die Mitschiilerin strahlt.

Durch Ubereinanderlegen der beiden Dreiecke entsteht folgende Figur:
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Dy und D, iberlagert

Man kann nun erkennen, dass die Langen der Schatten proportional zur Héhe der Objekte
sind. Somit ist die Lénge des menschlichen Schattens geteilt durch die Grofle des Menschen
immer gleich der Liange des Schattens der Skulptur durch ihre Grofle. Es gilt folgende Ver-
héltnisgleichung;:

D C

A B
Dies ist gerade die Aussage des zweiten Strahlensatzes. Nach Definition von D folgt:

H 4+ 10 cm C

A B
Formt man nun die Gleichung nach der Unbekannten H um:

H+ 10 cm C A-C
—_— = — :7—1
< H 0 cm

und setzt die bekannten Werte ein, so erhélt man fiir die Grofie der Skulptur:

175 cm - 70 cm
133,5 cm

—10cm = 81,76 cm

Die Grofle der Bronzefigur ,,Egg Head” betragt circa 81,76 Zentimeter.

A3 Der gesuchte Winkel kann unter Verwen-
dung der Definition des Tangens berechnet
werden. Hier variiert die Losung je nach Zeit-
punkt des Messens. Der Sonnenstand ist so-
wohl von der Uhrzeit als auch von der Jahres-
zeit abhingig. In der folgenden Beispielrech-
nung werden die Messwerte aus der vorheri-
gen Teilaufgabe genutzt. Die Werte konnen der
Skizze entnommen werden.

Gesucht ist der Winkel a. Unter Verwendung der Tangensfunktion erhilt man:

ot (91,76 cm

~ 52, 66°
70 cm ) ’

Der Einfallswinkel der Sonne betrug zum Zeitpunkt der Messung circa 52,66 Grad.
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B1 Folgendes Bild zeigt ein Knotenseil:

B2 Folgende Dreiecke lassen sich mit dem 12-Knotenseil aufspannen:

B3 Spannt man die 12-Knotenschnur zu einem Dreieck mit den Kantenldngen 3, 4 und 5
auf, so ergibt sich ein rechter Winkel zwischen den beiden kiirzeren Seiten des Dreiecks. Die
Tatsache beruht auf dem Satz des Pythagoras, welcher besagt, dass ein Dreieck ABC mit
den Seiten a, b, ¢ rechtwinklig ist, genau dann wenn die Beziehung a? + b* = ¢? gilt, wobei ¢
die Hypothenuse bezeichnet (es gilt: 3% + 42 = 52).

B4 Auch mit einem 30-Knotenseil ldsst sich ein rechter Winkel konstruieren. Spannt man ein
Dreieck mit den Kantenlingen 5, 12 und 13, so ist dieses rechtwinklig. Es gilt : 52 +122 = 132.

C1 Die Schiilerinnen und Schiiler diskutieren verschiedene Moglichkeiten, den Durchmesser

zu berechnen. Beispiele sind:

Vorgehensweise

Vorteil

Nachteil

Umfang des Auflenkreises mit einer
Schnur messen und d aus der Formel
U = 7 - d zu berechnen

sehr genau

Man benoétigt sehr viel
Schnur.

Breite des Figurensockels ausmessen und
abschétzen, wie viele Sockel aneinander-
gereiht in den Kreis passen

Die Breite des Sockels
kann genau gemessen
werden.

Losung  beruht auf
Schiatzung und st
daher ungenau

Zum Kreisdurchmesser parallele Stre-
cken abgehen und Anzahl der benétigten
Schritte zahlen

Kein Material wird be-
notigt, schnelles Vor-
gehen

ungenau, da Schritt-
maf variiert

Zwei gegeniiberliegende Figuren ausma-
chen, an einer der Figuren ein Ende ei-
nes Seiles festhalten und diesen Punkt
auf dem Seil markieren. Den Rest des
Seiles zur gegeniiberliegenden Figur wer-
fen. Seil spannen und Endpunkt am Seil
markieren. Anschliefend Lénge zwischen
Markierungspunkten abmessen.

sehr genau
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C2 Die Langen der Strecken a, b, c und d sind variabel. Die Verhéltnisse, in denen sie zuein-
ander stehen, werden aber immer durch die selben Gleichungen beschrieben. Beim Abstecken
der Strecken muss darauf geachtet werden, dass der Boden eben bleibt. Die folgenden Abbil-
dungen zeigen die abgesteckten Strecken aus unterschiedlichen Perspektiven.

Die eingezeichneten Strecken haben dabei folgende Langen:
e a = 3,73 Meter
e b = 4,17 Meter
e ¢ = 4,88 Meter

C3 Der schwarze Kreis in der folgenden Abbildung stellt den Figurenkreis von oben dar.
Die abgesteckten Strecken sind eingezeichnet und die zueinander dhnlichen Dreiecke farblich
gekennzeichnet. Dreieck 1 wird durch die Katheten = und a aufgespannt. Das dazu dhnliche
Dreieck 2 wird durch die Katheten z 4+ b und ¢ aufgespannt.

Nach dem Ahnlichkeitssatz WWW sind die beiden Dreiecke zueinander dhnlich, da sie in
ihren Winkeln iibereinstimmen. Sie beinhalten den gemeinsamen Winkel o und jeweils einen
rechten Winkel gegeniiber der Hypothenuse. Nach dem Winkelsummensatz ist der dritte Win-
kel der beiden Dreiecke ebenfalls gleich grof.

C4 In dem Kontext gilt folgende Verhéltnisgleichung:

X a

z+b ¢

Dies entspricht der Aussage des zweiten Strahlensatzes (Die Abschnitte auf den Parallelen
(hier @ und c¢) verhalten sich wie die ihnen entsprechenden, vom Scheitel aus gemessenen,
Strecken auf jeweils derselben Gerade (hier x und z + d).

Setzt man nun die gemessenen Werte ein und formt nach  um, so erhélt man:
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x 3,73 m o 4,17m 4+ 4,88 m o 417m4 4,8 m -x
= = m r= -
r+4,17m 4,88 m x 3,73 m ’ 3,73 m

& 15,9541 m+3,73m-z2=4,8m -z & 15554l m =1,15m-z & 13,53 m ~=x
Der Durchmesser des Auflenkreises betragt circa 13,53 Meter.
D1 Der Sockel hat die Form eines Quaders mit quadratischer Grundflache. Die Grundflache
hat eine Seitenldnge von 40 Zentimetern. Um den Durchmesser des Innenkreises zu erhalten,

missen wir die Seitenldnge des Sockels von dem Durchmesser des Auflenkreises zwei mal ab-
ziehen: 13,53 Zentimeter —2 - 40 Zentimeter = 12,73 Zentimeter.

D2 Die folgende Grafik verdeutlicht den Sachzusammenhang. Gesucht ist die Flache des
Kreisrings (hier blau schraffiert), also die Flache zwischen Innenkreis und Auflenkreis.

Dabeli ist:

A die Fliache des Kreisrings
R der Radius des Auflenkreises

r der Radius des Innenkreises

e D der Durchmesser des Auflenkreises
e d der Durchmesser des Innenkreises

Man erhélt die Flache des Kreisrings, indem man die Flache des grofien Kreises nimmt und
davon die Fliache des kleinen Kreises abzieht.
Basierend auf den Angaben in der Grafik gilt somit folgende Formel zur Berechnung des
Flacheninhaltes des Kreisrings:

A=7-(R*—1r?)

Nach den Teilaufgaben C4 und D1 betragt der Durchmesser des Auflenkreises 13,53 Meter

und der Durchmesser des Innenkreises 12,73 Meter. Fiir den Radius r gilt allgemein: r = % .

Damit lasst sich der gesuchte Fliacheninhalt berechnen:
Akreisring = 7 - (6, 765m)? — (6,365m)?) ~ 16, 50m?

Die Flidche des Kreisrings betragt 16,50 Quadratmeter.
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Didaktischer Kommentar:

Der Themenbereich Strahlensatz ist im Lehrplan der Sekundarstufe I verankert. Die Auf-
gabe soll den Schiilerinnen und Schiilern einen Eindruck davon vermitteln, wie hilfreich die
Strahlensétze beim Vermessen von Objekten sind, deren Hohe oder Breite nicht ohne weiteres
bestimmbar sind. Die Aufgaben lassen sich 16sen, ohne dass der Begriff des Strahlensatzes im
Unterricht eingefiihrt wurde. Es sollte jedoch die Definition von Ahnlichkeit durch vielfilti-
ge handlungsorientierte Tatigkeiten, Beispiele und Gegenbeispiele eingefithrt und mit seinen
Voraussetzungen bekannt sein. Besonders wichtig ist die Erkenntnis, dass bei dhnlichen Fi-
guren entsprechende Seitenverhéltnisse und entsprechende Winkel {ibereinstimmen.

In den Teilaufgaben A1 bis A3 findet eine Hinfiihrung zum Thema Strahlensétze {iber eine
anwendungsorientierte Aufgabe statt. Ausgehend von Messungen von Schattenldngen (Tei-
laufgabe A1) sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Grofle einer Bronzefigur berechnen
(Teilaufgabe A2). Dabei sollen die bekannten Teilgrofien in das richtige Verhéltnis gesetzt
und so auf die Verhéltnisgleichung des ersten Strahlensatzes geschlossen werden. Um die Auf-
gabe 16sen zu kénnen, miissen die Schiilerinnen und Schiiler ihr Vorwissen zur Ahnlichkeit
von Dreiecken reaktivieren und sich auf dieser Grundlage die zur Messsituation passende
Strahlensatzfigur selbststédndig erarbeiten.

Um die inhaltliche Vorstellung des neu erarbeiteten Inhalts so zu etablieren, dass diese fiir
ein nachhaltiges Verstdndnis nutzbar gemacht werden kann, findet mit den Teilaufgaben C1
bis C4 eine Vertiefung des Sachverhaltes statt. Vorher (in den Teilaufgaben B1 bis B4) wird
ein kurzer thematischer Abstecher vorgenommen, in dem sich die Schiilerinnen und Schiiler
mit dem Satz des Pythagoras auseinandersetzen. Die Aufgabe ist mit Absicht an dieser Stelle
platziert, da die neu erlernte Vorgehensweise zur Konstruktion rechter Winkel im anschlie-
Benden Aufgabenteil benotigt wird. Nach einer kurzen historischen Einleitung erhalten die
Schiilerinnen und Schiiler die Moglichkeit, ihr eigenes 12-Knotenseil herzustellen. Die Erstel-
lung dieses Werkzeuges ist sehr einfach und nimmt nicht viel Zeit in Anspruch, weshalb es
sich anbietet, es direkt vor Ort bauen zu lassen. Lerngruppen, denen nicht so viel Zeit zur
Verfiigung steht, haben die Moglichkeit, das 12-Knotenseil vorher im Unterricht vorzuberei-
ten. Durch die informative Einleitung zu Beginn dieses Aufgabenteiles wird die historische
Arbeitsweise fiir die Mathematik bewusst nutzbar gemacht. Gleichzeitig dient die historische
Problemstellung dazu, die Geschichte im Hinblick auf die Schiilermotivation gewinnbringend
in den Mathematikunterricht einzubinden. Das in Dreiergruppen erstellte Knotenseil soll in
Teilaufgabe B2 experimentell zur Konstruktion verschiedener Dreiecke eingesetzt werden.
Die Bearbeitung dieser Aufgabe in Dreiergruppen bietet sich an, da das Knotenseil an drei
Stellen gespannt werden muss, um ein Dreieck zu konstruieren. Die Frage nach dem rechten
Winkel in Teilaufgabe B3 schafft den Riickbezug zur Mathematik. Nachdem der Satz des Py-
thagoras erkannt wurde, kénnen die Lernenden in einem letzten Transfer (Teilaufgabe B4)
die Erkenntnisse der Aufgabe zusammenfassen, indem sie ihr Wissen abstrahierend auf ein
30-Knotenseil anwenden.

Mit den Teilaufgaben C1 bis C4 erfahren die Schiilerinnen und Schiiler einen weiteren Anwen-
dungskontext, in dem sich die Verwendung von Strahlensétzen anbietet, um nicht zugéngliche
Léngen zu bestimmen. Sie werden bemerken, dass das ihnen bekannte Verfahren, den Durch-
messer eines Kreises mit der Formel d = 27 (wobei d den Durchmesser und r den Radius des
Kreises bezeichnet) zu berechnen, in diesem Kontext keine Anwendung findet. Das Schaffen
neuer Zusammenhénge (hier zwischen Kreisberechnungen und Strahlensétzen) veranlasst sie,
ihre gedankliche ,Spurrille zu verlassen. In Form einer Gruppendiskussion sollen zunéchst
Losungsansétze fiir das beschriebene Problem formuliert werden. Der Lehrer ist in dieser
Gruppenphase nicht involviert, sodass zwischen den Lernenden eine lockere Lernatmosphére
herrschen kann, in der jeder seine Gedanken und Vorschldge hervorbringen kann. Mit Tei-
laufgabe C2 wird den Lernenden ein Losungsweg vorgegeben, der sie zu der gesuchten Grofie
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fithren soll. Als eine Art Bauplan dient dabei die Abbildung ,,Methode zur Bestimmung des
Durchmessers des Auflenkreises®, aus welcher die Schiilerinnen und Schiiler ablesen kénnen,
nach welchem Muster die jeweiligen Strecken abgesteckt werden miissen. Das Abmessen der
rechten Winkel mit dem Knotenseil schafft einen Riickbezug zu Aufgabenteil B. Nachdem die
Strecken wie vorgegeben abgesteckt und vermessen wurden, besteht die Aufgabe der Schiile-
rinnen und Schiiler darin, mithilfe der selbst erfassten Daten den gesuchten Kreisdurchmesser
zu berechnen. Ahnlich wie in Aufgabenteil A wird diese Erkenntnis iiber die Reaktivierung
des Schiilerwissens zur Ahnlichkeit von Dreiecken herbeigefiihrt. Teilaufgabe C3 triigt somit
dazu bei, dass die bekannten TeilgroBen ins richtige Verhéltnis gesetzt werden und die Schii-
lerinnen und Schiiler davon ausgehend auf die Verhéltnisgleichung des zweiten Strahlensatzes
gelangen.

Die Teilaufgaben D1 bis D2 wenden sich einem anderen Themengebiet zu, sind aber inso-
fern in diesem Kontext passend, dass die Ergebnisse aus Aufgabenteil C aufgegriffen werden.
Mit den Teilaufgaben wird eine neue Teilfliche des Kreises, der Kreisring, eingefithrt. Das
Lernziel ist es, dass die Schiilerinnen und Schiiler eine Formel entwickeln, mit deren Hilfe sie
die Flache des Kreisrings berechnen kénnen, den die Skulpturen bilden.
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13 Der Bus kommt relativ hiaufig: Absolut!

Hinweis: Alle angegebenen Lisungen sind nur Beispiele. Die tatsdchlichen Anzahlen sind na-
tirlich bei eurer Messung anders.

Al
Busnummer ‘

Anzahl der aus dem Bus
austeigenden Menschen

(2] 3| 4|
912121

1 50678910
8 gl13|11]12[9] 8

A2 In unserem Beispiel hat der Modus den Wert 8. Dieser kommt dreimal und damit am
haufigsten vor. Fiir die Berechnung des Medians sortieren wie die Werte der Stichprobe der
Grofle nach: 8, 8, 8,9, 9, 11, 12, 12, 13, 21 und nennen sie x1,xs,...,x19. Es gilt fiir den
Median TN

((zn) + (znyq)) falls n gerade
Ty = 2 2
Tnt1 falls n ungerade

Bei uns ist n gerade, also folgt:

S(9+11) =10

N =

1
QZM:§-(.15+:C6):

Der arithmetische Mittelwert & betragt
1
10
Alle drei Mafle haben ihre Berechtigung, man muss diese aber korrekt interpretieren. Der
Median gibt an, welche Wert am héufigsten vorkommt, betrachtet aber nicht die Gréfle der
anderen Werte. Der arithmetische Mittelwert gibt den durchschnittlichen Wert an, ist aber
empfindlich gegeniiber Ausreifiern. Der Median betrachtet zwar nicht die Gréfle der dufleren
Werte, ist dafiir aber unempfindlich gegeniiber Ausreifiern.

€T =

1
(8+8+8+9+9+11—|—12—|—12—|—13—|—21):E~111:11,1

A3 Die Haufigkeitstabelle sieht wie folgt aus:

Anzahl der aussteigenden Menschen | 8 9 |11 |12 | 13 | 21
absolute Haufigkeit 3 2 1 2 1 1
relative Haufigkeit 03(02]0,11]02]0,11]0,1

Die Summe der relativen Haufigkeiten ist dabei natiirlich 1.

A4 Die Verteilungsfunktion lésst sich in einem Diagramm darstellen:

9/10 + ® ©
8/10 + *=—

7/10
6/10 + 5
5/10 + )
4/10 1
3/10 + *—e
2/10 +
1/10 +

&> ——F————F——F——F——F+——+—+——+——+——F+——F——+——
01l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
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B1 Es wird auch hier wieder von einem Beispiel ausgegangen. 10 Busse halten in unserer
Haltebucht. 4 von ihnen miissen warten, bevor sie in die Haltebucht einfahren kénnen.

B2 Fiir die vier wartenden Busse wurden in dem Beispiel die Zeiten 13 Sekunden, 5 Sekunden,
21 Sekunden und 15 Sekunden mit der Stoppuhr gezédhlt. Der Anteil der wartenden Busse
betragt 40%. Dieser Wert kann also als Schatzung fiir die Wartewahrscheinlichkeit diesen.

B3 Die durchschnittliche Wartezeit w der wartenden Busse betrégt in unserem Beispiel:

1 1
W= (1345421 +15) = -54=13,5

Die durchschnittliche Wartezeit liegt bei 13,5 Sekunden.

Die durchschnittliche Wartezeit = aller Busse betragt in unserem Beispiel:

z

1 1
75 (1B+5+21+154+0+0+04+0+0+0) = 7554 =5,4

Die durchschnittliche Wartezeit aller Busse liegt bei 5,4 Sekunden.

B4 Es sollen Pro- und Kontra-Argumente fiir die Konzeption der Bushaltestelle am Friedens-
platz gefunden und diskutiert werden. Dabei sollen die vorherigen Berechnungen berticksich-
tigt werden.

Pro-Argumente kénnten zum Beispiel sein:

e Wenn es die verschiedenen Haltebuchten nicht geben wiirde, miisste jede Person, die
in den Bus einsteigen will, zu einer zufilligen Bucht laufen und der Busfahrer miisste
vermutlich ldnger auf die einsteigenden Personen warten. Zwar wiirden hier keine Ver-
zogerungen beim Anhalten der Busse entstehen, aber die Wartezeit auf die Personen,
die in den Bus einsteigen, wére grofier.

e Fiir in der Mobilitdt eingeschrdnkte Personen ist es gut, wenn sie vorher genau wissen,
wo ihr Bus anhalten wird. So entsteht kein Stress beim Einsteigen.

e Die Bushaltestelle ist zu lang. Man kann evtl. gar nicht so weit sehen, dass man die
Busnummern erkennen kann, wenn man am einen Ende steht und am anderen Ende
ein Bus anhalt.

e Die oben berechneten Wartezeiten sind akzeptabel und der Anteil der wartenden Busse
ist auch nicht so hoch.

Kontra-Argumente kénnten zum Beispiel sein:

e Wenn jeder Bus einfach da anhélt, wo Platz ist, dann konnte der Busfahrer schneller
die Tiren 6ffnen und miisste nicht warten, bis der Weg zur passenden Haltebucht frei
ist.

e Das Warten und Wiederanfahren der Busse fithrt zu Gefahren, wenn Passanten die
Strafle iiberqueren.
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Didaktischer Kommentar:

Die vorliegende Aufgabe gehért zum Gebiet der Stochastik. Sie dient dazu, dass die Schiile-
rinnen und Schiiler ein tieferes Verstdndnis fiir absolute und relative Haufigkeiten erhalten.
Vorab sollten im Unterricht die Begriffe Modus, Median, arithmetisches Mittel, absolute und
relative Haufigkeit sowie Verteilungsfunktion thematisiert und an Anwendungsbeispielen er-
probt worden sein.

Im ersten Aufgabenteil erheben die Schiilerinnen und Schiiler Daten von ankommenden Bus-
sen, stellen diese tabellarisch dar und berechnen Modus, Median und Mittelwert. Sie sollen die
Aussagekraft dieser drei Mittelmafle unterscheiden lernen. Anschlielend werden absolute und
relative Haufigkeiten in Teilaufgabe A3 berechnet. Auf Grundlage der bisherigen Ergebnisse
kann nun eine Verteilungsfunktion in Teilaufgabe A4 erstellt werden.

Im Aufgabenteil B steht das Berechnen und Interpretieren von arithmetischen Mittelwerten
im Mittelpunkt. Die Teilung der Klasse in Arbeitsgruppen erlaubt es, im Nachgang an die
Unterrichtsstunde die Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler vergleichend auszuwerten.
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14 Die ,,Kugeln* unseres Sonnensystems
A1 Laut Informationstafel betrdgt der Durchmesser der Sonne 1392000 Kilometer.
Usonne = 7 -1 392 000 km = 4 373 096, 97 km

Der Umfang der Modellsonne miisste unter Beachtung des Mafistabes von 1 : 1000000000
genau 0,00437 Kilometer oder 4,37 Meter entsprechen.

A2 Der Umfang der Modellsonne betragt 4,70 Meter. Die Mafie der Modellsonne entsprechen
demnach nicht dem Mafstab. Ein méglicher Grund koénnte sein, dass man fiir die Anferti-
gung der Kugel einen ,;schonen” Wert fiir den Durchmesser benétigte. Der Durchmesser der
Modellsonne betragt 1,50 Meter.

A3 Der Radius der Modellsonne (MS) betriagt 0,75 Meter. Der Radius der maBstabsgetreuen

Modellsonne (MMS) hétte
4,37 m

T2

lang sein miissen. Demnach betrdgt die VergroBerung des Radius der Modellsonne (MS)

~0,7m

0,05

-100 =7,14
0,7 ,14%

Betrachten wir die Volumina der beiden Kugeln:

4 4
VMS:§-7T'(0775 m)® ~ 1,77 m? VMMSZ§-W'(0,7m)3zl,44m3

Wir erhalten eine Differenz von 0,33 Kubikmeter. Demnach betréigt die Zunahme des Volu-
mens der Modellsonne (MS):
0,33 m3
1,44 m3
Der Radius der Modellsonne ist 7,14 Prozent grofler als der einer mafistabsgetreuen Sonne.
Das Volumen ist um 22,92 Prozent vergroflert.

100 = 22,92%

A4
Oms =4-7(0,75 m)? = 7,07 m?  Oyus =4 - 7(0,7 m)? = 6,16 m>

Wir erhalten eine Differenz von 0,91 Quadratmeter. Die Zunahme der Oberfliche betragt:

0,91 m?

Die Oberfliche der Modellsonne betriagt 7,07 Quadratmeter. Hatte man sie mit mafistabsge-
treuen Maflen gebaut, wére die Oberfliche 6,16 Quadratmeter grofl gewesen. Die Oberfliche
der Modellsonne ist um 14,77 Prozent vergroflert.

A5 Da pro Quadratmeter 250 Milliliter Farbe benotigt werden, bendtigen wir zum zweima-
ligen Anstrich der Modellsonne 2 - 7,07- 250 Milliliter = 3 535 Milliliter ~ 3,54 Liter Farbe.
Diese Menge Farbe erhalten wir, nachdem wir die pure Farbe mit 5 Prozent Wasser verdiinnt
haben:

3,564L=2+4+5% -2=105%-2 = 3,3TL=uz

Wir benétigen 3,37 Liter Farbe und verdiinnen diese mit 0,17 Liter = 170 Milliliter Wasser.
Fir die mafistabsgetreue Modellsonne hitte man bei einer Oberflache von 6,16 Quadratmeter
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und zweimaligem Anstrich insgesamt 2 - 6, 16- 250 Milliliter = 3080 Milliliter = 3,08 Liter
Farbe benotigt.
3,08L=105%-2 = 2,93 L=z«

Fiir die mafistabsgetreue Sonne hétten wir nur 2,93 Liter Farbe benttigt.

B1 Bei einem Schnitt durch eine Kugel entsteht immer eine Kreisfliche. Diese ist am grof-
ten, wenn der Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel geht. Da es hierfiir unendlich viele
Moglichkeiten gibt, gibt es auch unendlich viele grofite Kreise, die entstehen kénnen. Die
Kreisfliche ist am kleinsten, wenn der Schnitt moglichst nah am Pol ist und die Kugel mog-
lichst wenig durchtrennt. Auch hier gibt es unendlich viele Moglichkeiten.

B2 Der Umfang der Modellerde betrigt circa 4,5 Zentimeter. Ubertragen in die Wirklichkeit
muss unsere Erde einen Umfang von 4500000000 Zentimeter = 45000 Kilometer haben. Mit-
hilfe der Angabe auf der Informationstafel konnen wir aus dem tatsichlichen Erddurchmesser
den Umfang bestimmen.

Ugrde = - 12756 km ~ 40074, 16 km

Der anhand des Modells berechnete Umfang weicht um 4925,84 Kilometer vom tatsachli-
chen Erdumfang ab. Diese grofie Differenz lasst sich einerseits durch die Schwierigkeit beim
Abmessen einer so kleinen Linge erklidren. Andererseits wird der Messfehler durch die Uber-
tragung in die Wirklichkeit mit Faktor 10 verstirkt. AuBerdem konnte es auch sein, dass die
Modellerde, wie die Modellsonne, nicht mafstabsgetreu nachgebaut wurde.

B3

1,087-102 km®* =a® = a= \3/1,087 1012 km?® ~ 10281, 97 km
Owiirtel = (10281,97 km)? - 6 = 634313442, 50 km?

Die Kantenldnge des Wiirfels betragt 10 281,97 Kilometer und seine Oberflache 634313442,50
Quadratkilometer.

B4 Der Infomationstafel konnen wir entnehmen, dass der Radius der Erde 6 378 Kilometer
betrégt.

W =

Virde = = - - (6 378 km)? = 1,087 - 10*? km?

Ofrde = 4 - 7+ (6 378 km)? = 511 185 932, 5 km?

Bei gleichem Volumen von Kugel und Wiirfel entsteht eine Differenz der beiden Oberflichen
von 123 127 510 Quadratkilometer. Dabei hat die Kugel die kleinere Oberfliche.

B5 Da die Oberfliche der Erde durch Téler und Berge zerkliiftet ist, vergroflert dies die
Oberflache der Erde.

B6 Der Umfang U der Erde wird um 1 Meter verlangert: U’ = U +1 m. Wir interessieren uns
fiir den Abstand, der zwischen Seil und Erdoberfliche entsteht, wenn das Seil wie beschrieben
gespannt wird. Betrachten wir den Kreis, den ein eng anliegendes Seil bilden wiirde, so habe
dieser Kreis den Radius r. Betrachten wir den Kreis, den das verldngerte Seil bildet, so habe
dieser Kreis den Radius 7 + z. Die Gréfle von x wollen wir in dieser Aufgabe bestimmen.
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U=m2r U =n2r+x)
U=U+1m=2-7w-(r+2z) < U+1m=27mr+ 27z

Da der Umfang U eines Kreises mit 2r7 berechnet werden kann, vereinfacht sich die Gleichung
Zu:

lm=2rz = z=12~0,16m=16cm

Das Seil hat einen Abstand von 16 Zentimeter zur Erde.

Wird fiir den Gullideckel die Schnur um 10 Zentimeter verléngert, so ergibt sich nach obiger

Rechnung;:
10 cm

v 2

Das Seil hat einen Abstand von 1,59 Zentimetern zum Gullideckel.

~ 1,59 cm

C1 Der Durchmesser der Erde betragt laut Informationstafel 12756 Kilometer. Rechnen wir
den Mondurchmesser im angegebenen Verhéltnis aus, so erhalten wir:

12 756 km

-3~34 k
11 3~ 3478,9 km

Der Mond hat einen Durchmesser von circa 3478,9 Kilometer.

4 3478,9 km\
Vitond = = - 77 - (m) ~ 2,21 - 1010 km?®
3 2
3 478,9 km \ 2
Ovond = 4 - 70 - (Qm) — 38 021 895, 44 km?
Volumen Oberflache
Erde 1,087 -10" km? | 511185932, 5 km?
Mond 2,205 - 1010 km? | 38021895, 44 km?
Verhaltnis (M/E) 0,020 0,074

C2 Der Abstand zwischen Mond und Erde auf der Bronzetafel betragt 38 Zentimeter und wird
als Radius der Mondbahn interpretiert. In die Wirklichkeit iibertragen sind das 38000000000
Zentimeter = 380000 Kilometer.

Léange der Mondbahn = 7 - 2 - 380 000 km = 2 387 610,42 km

Die Lange der Mondbahn betragt in der Wirklichkeit circa 2 387 610,42 Kilometer.
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C3
2387610, 42 km km
’ ~ 87304,23——
27,32 d 87394, 23—

Der Mond legt pro Tag eine Strecke von 87 394,23 Kilometer zuriick. Ein Auto miisste die
Strecke von Bonn bis Rom 62,42 Mal fahren. Um am Ende wieder in Bonn anzukommen,
miisste das Auto die Strecke insgesamt 64 mal fahren.

C4
k k k
87 394,23 —% ~ 3 641,43 —= ~ 1,01 —=
d h S
3 641,43 o
ST b~ 14,71
247,5

Der Mond bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von 1,01 Kilometer pro Sekunde. Damit
bewegt er sich 14,71 mal schneller als Michael Schuhmacher, wenn wir von seiner schnellsten
Durchschnittsgeschwindigkeit in einem Rennen ausgehen.

Didaktischer Kommentar:

Die Aufgabe richtet sich an Schiilerinnen und Schiiler der Klassenstufe 9, da fiir die Bear-
beitung der Aufgabe die Formeln zur Volumen- und Oberflichenberechnung einer Kugel aus
dem Unterricht bekannt sein miissen. Die Aufgabe bietet sich nach Abschluss des Themas
Kugel im Unterricht an, um das Schitzen und Bestimmen von Volumen und Oberfliche an
Kugeln in der Umwelt einzuiiben. Auflerdem sollten alle Formeln und Gesetzméfigkeiten der
Berechnung an Kreisen aus Klasse 8 bekannt sein und vorher im Unterricht noch einmal kurz
angesprochen werden. Da auch die Prozent- und Mafistabsrechnung fiir die Aufgabe wichtig
ist, sollten auch diese in Klassenstufe 7 gelernten Themen allen Schiilerinnen und Schiiler be-
kannt sein und gegebenenfalls nochmals wiederholt werden. Weiter lésst sich diese Aufgabe
auch fachiibergreifend mit dem Physikunterricht verbinden. Die Lernstation kann zum Bei-
spiel mit den Themenbereichen Strahlung und Materie oder Relativitit von Raum und Zeit
in der Oberstufe verkniipft werden.

Die Aufgabe gliedert sich in drei Teile, die je einen anderen Himmelskérper unseres Sonnen-
systems behandeln. Der Bonner Planetenweg bildet die Abstédnde der Sonne zu den einzelnen
Planeten unseres Sonnensystems zwar mafstabsgetreu ab, jedoch sind die Modelle der Him-
melskorper nicht maflstabsgetreu. Dies sollen die Schiilerinnen und Schiiler unter anderem
wahrend der Bearbeitung der Aufgaben herausfinden und in Kleingruppen diskutieren.

Das Hauptziel der Aufgabe ist, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch Berechnungen an
Kugeln und Kreisen den Umgang mit den Formeln zur Oberflichen- und Volumenberechnung
von Kugeln beziehungsweise Umfang- und Flacheninhaltberechnung von Kreisen schulen.
Die Bearbeitungszeit der Aufgabe betrdgt circa 120 Minuten. Die Aufgabe soll bevorzugt in
Kleingruppen von drei bis vier Personen bearbeitet werden.
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15 Zylinder und Spitzkorper / Einfach Spitze!

A1 Zur Schitzung kann die Gebdudehdhe der Bundeskunsthalle als Hilfestellung dienen.
Diese ldsst sich anhand der Fenster grob abschétzen. Schatzungsweise sind die Fenster drei
Meter hoch. Diese wiirden viermal iibereinander an die Wand passen. Demnach ist das Ge-
béaude circa zwolf Meter hoch. Da die Sdulen iiber die Hohe des Daches hinausragen, lasst
sich ihre Hohe auf 14 bis 15 Meter schéitzen.

A2 Eine Sdule umfasst acht Windungen. Der Abstand zwischen den Windungen betragt 1,84
Meter. Wir betrachten die Séule von der Seite, an der die Windung am oberen Ende der
Saule endet. Von oben nach unten ergeben sich acht Windungen und am unteren Ende der
Saule zusédtzlich eine Teilwindung von 54 Zentimetern Hohe. Die Hohe der gesamten Séule
betrigt also

hsiule =8:1,84 m+0,54 m=15,26 m

Die Hohe der Saulen betragt 15,26 Meter.

A3 Der Umfang der Sdulen betréagt 2,56 Meter.

r= % ~ 0,4 m
Vaglinder = (0,4 m)? - 7-15,26 m ~ 7,67 m®
Vitohtraum = (0,34 m)?-7-15,26 m ~ 5,54 m®
Vstahlsiule = 7,67 m® — 554 m® =213 m?
Das Volumen einer Stahlsiule betragt etwa 2,13 Kubikmeter. Das Volumen des Hohlraumes

betragt etwa 5,54 Kubikmeter.

B1

B2 Die Seitenlédnge der Pyramide am Ende der Glasscheibe betréigt 4,2 Meter. Die Hohe der
dreieckigen Seitenfliche von der Pyramidenspitze bis zum Ende der Glasscheibe betriagt 2,9
Meter. Trage diese Léngen in die Skizze aus Teilaufgabe B1 ein mit a = 4,2 und f = 2,9.

B3

h2_f2—<;)2_(2,9 m)? — (2,1 m)? =4 m?

Daraus folgt h = V4 m2 und schlielich ~ = 2 m. Die Hohe der Pyramide betriagt 2 Meter.
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B4 Sei Mpyramide die Mantelfliche der Pyramide und Gpyramide der Teil der Mantelfliche,
der aus Glas ist.
a-f _ 4 4,2m-2,9m

=24 2
5 5 ,36 m

MPyramide =4-

34,5 cm - 49 cm
2

GPyramide =4-2 . |: + (57 cm - 44,5 cm +

44,5 cm - 61 cm
2

44,5 cm - 64 cm)
2

+ (44,5 cm - 129 cm + >+ 190 cm - 44,5 cm]
~ 8-20358,5 cm? = 162868 cm?

Die Glasfliche betriigt insgesamt 162868 cm? ~ 16,29 m?.

16,29 m?

m M 100 ~ 66’ 87%.

66,87 Prozent der Mantelfliche sind aus Glas.

B5 Die Mafle der oberen kleinen Pyramide kénnen dem Foto oben entnommen werden.
Die Seitenldnge der quadratischen Grundfliche betréagt 130,5 Zentimeter und die Héhe der
dreieckigen Seitenflache betriagt 87 Zentimeter. Zur Berechnung des Volumens berechnen wir
zuerst die Hohe der kleinen Pyramide.

h’%{leine Pyramide — h%(P = (87 Cm)2 - (65) 25 Cm)2 ~ 33117 44 Cm2
= hgp ~ 57,55 cm

Vileine Pyramide = = - (130, 5 cm)? - 57,55 em = 326696, 96 cm® =~ 0,33 m?

W

1
VPyramide = g : (4,2 m)2 2m=11,76 m3

VPyramidenstumpf = 11,76 Hl3 —-0,33 m3 =11,43 Hl3

Das Volumen des Pyramidenstumpfes betrigt etwa 11,43 Kubikmeter.

B6
VWiirfel = CL3

Nach Aufsetzen der Pyramiden betrdgt das Volumen der Figur:

3
VFigur = a3 + 5 : a3
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Da auf allen Seitenflichen des Wiirfels Pyramiden aufgesetzt werden, machen diese 6 Pyra-

miden ein Gesamtvolumen von g -a? aus. Pro Pyramide ist das ein Volumen von %0 -a3. Die

quadratische Grundseite der Pyramide hat, wie der Wiirfel, eine Seitenldnge von a. Stellen
wir die Formel zur Volumenberechnung einer Pyramide nach der Héhe h um, so erhalten wir:

3 . 1 . a3 3
7 — 10
hPyramide =h= ) = *a
a

3

Die aufgesetzten Pyramiden haben eine Héhe von 5 - a.

C1 Die Lichttirme haben die geometrische Form eines Kreiskegels.

C2 Da Lichtturm C hoéher als Lichtturm B ist, kann man seine Hohe auf 19 bis 20 Meter
schétzen.

C3
Uc=28,9m

Der Radius betréagt demnach etwa 4,6 Meter.

Fc=m-(4,6 m)* =~ 66,48 m>

C4 Wir stellen die Formel zur Volumenberechnung eines Kreiskegels nach der Hohe A um.

3-443,17 m?

ho=h=
© 66, 48 m?>

~20m

Die Hohe des Lichtturms C betragt etwa 20 Meter. Damit entspricht das Ergebnis circa der
Schétzung.

C5 Zur Berechnung des Radius musst du zuerst den Umfang des Lichtkegels A bestimmen.

Dieser betragt 35,19 Meter.
35,19 m

~ 5,6
or A

TA

Die Hohe betragt 12,5 -2 m = 25 m.

1
VA:§-(5,6m)2-7T-25mz821 m?>

Das Volumen von Lichtturm A betriagt etwa 821 Kubikmeter.

Cé6
Gerader Kreiskegel mit r=>5,6 Meter und h=25 Meter.

m? = h? 4+ r? = (25 m)% 4 (5,6 m)? = 656, 36 m?
=m = 25,62 m
Sei M die Mantelflache.

M=r-r-m=n-56m-2562m= 450,73 m?
Die Mantellinie hat eine Lénge von etwa 25,62 Meter und die
gesamte Mantelfliche betrégt etwa 450,73 Quadratmeter.
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D1 Das Volumen einer quadratisch geraden Pyramide mit Quadratseitenldnge a und Hohe h
lasst sich so berechnen:

2
VPyramide =s-a"-h

Lo =

Das Volumen eines Kreiskegels mit Radius r und Hoéhe h hingegen so:

1
VKegelzg'ﬂ"r2'h

Vergleichen wir beide Formel, so haben sie die gleiche Grundstruktur:
1
VSpitzkérper = g -G-h

mit Grundfliche G und Hohe h. Die beiden Formeln unterscheiden sich in der Berechnung
der Grundfliche G. Diese ist beim Kegel ein Kreis und bei der Pyramide ein Quadrat.

D2 Pyramide und Kegel der gleichen Héhe haben das gleiche Volumen, wenn auch die Grund-
flachen denselben Fldcheninhalt haben.

D3

crer?12m=--(6m)?-12m

Lo =
W =

7.1 = (6 m)?
S rx3,39m

Der Radius muss etwa 3,39 Meter betragen, damit der beschriebene Kegel das gleiche Volumen
wie die Pyramide hat.

D4 . .
o (20)2 5= = . (4b)? .
37r(b) 5b 3 (4b)* - h

& - (20)%-5b = (4b)% - h
e 200° = 1662 - h

_20mb _ 5.
S h==F=3m-b

Die Hohe der Pyramide betrigt %r - b.
Didaktischer Kommentar:

Die Aufgabe lasst sich geméfl Kernlehrplan der Sekundarstufe I in die Unterrichtsplanung
der Klassenstufe 9 einbetten, da in dieser Jahrgangsstufe die Volumen- und Oberflachenbe-
rechnung der beiden Koérper Pyramide und Kegel erlernt werden. Der Zylinder wird bereits
am Ende der Klassenstufe 8 behandelt, sodass die Formel zur Volumenbestimmung eventu-
ell nochmals wiederholt werden muss. Auflerdem bauen die Berechnungen an Zylindern und
Kegeln auf dem Wissen zu Berechnungen am Kreis auf, sodass diese Kompetenzen, die aus
der Klassenstufe 8 bekannt sein sollten, wiederholt und vertieft werden. Weiter sollten auch
die Prozentrechnung sowie der Satz des Pythagoras und das Prinzip von Cavalieri, welche
ebenfalls in der Jahrgangsstufe 9 kennengelernt werden, préasent sein. Neben den beschriebe-
nen Formeln sollten die Schiilerinnen und Schiiler auch wissen, wie Schrigbilder gezeichnet
werden und dieses bereits im Unterricht eingeiibt haben.

Insgesamt gliedert sich die Aufgabe in vier Teile, in denen jeweils ein anderer Aspekt be-
leuchtet wird. Aufgabenteil A beschéftigt sich mit dem Zylinder, Aufgabenteil B mit der
Pyramide, Aufgabenteil C mit dem Kegel und Aufgabenteil D schafft eine Verbindung der
beiden Aufgabenteile B und C. Dabei konnen die Aufgabenteile A, B und C unabhéngig
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voneinander bearbeitet werden. Insgesamt kann die Aufgabe an der Bundeskunsthalle, so-
bald die Formeln zur Volumen- und Oberflichenbestimmung der Korper bekannt sind, zur
Veranschaulichung oder Motivation dieser Themen im Unterricht eingesetzt werden. Alterna-
tiv kann sie auch zum Abschluss des Geometriethemas der neunten Klasse genutzt werden,
sodass die gelernten Formel angewendet und vertieft werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler bendtigen zur Bearbeitung der Aufgaben Schreibutensilien, ein
Geodreieck, einen Zollstock, ein Mafiband oder eine Schnur (50 Meter) sowie einen Taschen-
rechner. Die Bearbeitungszeit fiir die gesamte Aufgabe betréigt circa 90 Minuten. Die Aufgabe
soll bevorzugt in Kleingruppen von drei bis vier Personen bearbeitet werden. Zu beachten
ist, dass der Dachgarten, falls keine Ausstellung auf dem Dach gezeigt wird, frei {iber den
Fahrstuhl oder die Aulentreppe zugénglich ist.
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16 Wachstum der Seerosen: Exponentiell!

A1/A2

]

Messung: ¢ = 2,86 m,b=1,10 m,c =9,76 m,d = 19,36 m

A3 Schitzung der Fliche, die die Bronzeskulptur einnimmt Ag = 300 cm? = 0, 03 m?.
Formel: A=c-d—4-a-b— Ap

Losung: A =9,76 m-19,36 m —4- (1,10 m-2,86 m) — 0,03 m? = 176, 3386 m? ~ 176, 34 m?

Die Wasseroberfliche des Lyrabeckens (abziiglich der Oberflache der Becken in den Ecken
und der Oberfliche des Sockels der Bronzeskulptur) betrigt ungefihr 176, 34 m?.

B1

f(t)=250-2¢

g(t) = 780 - 1.60

B2
t f() t g9(t)
0 250 cm? 0 780 cm?
1 500 cm? 1 1248 cm?
2 1000 cm? 2 1996, 8 cm?
4 4000 cm? 4 | 5111,81 cm?
6 | 16000 cm? 6 | 13086,23 cm?
8 | 64000 cm? 8 | 33500, 74 cm?
10 | 25600 cm? 10 | 85761,91 cm?
12 | 1024000 cm? 12 | 219550, 48 cm?
13 | 2048000 cm? 13 | 351280, 77 cm?
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blau: f(x) = 250 - 2% rot: g(x) =780 - 1,6

300007 Fische in cm?
25000
20000
15000
10000

5000

Zeit t in Wochen

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9

Ausschnitt der obigen Abbildung mit Schnittpunkt von f und g

B3

2 \! 780
t) =g(t 250 - 2t = 780 - 1, 60¢ ( ) = _—

_log3,12
~ log1,25

Die beiden Kolonien sind nach etwa 5 Wochen gleich grof.

& logl,25' =log3,12 < t t~5

B4 Das Becken ist vollstindig mit Seerosen bedeckt, wenn gilt: f(t) + g(t) = 1763396 cm?.
Mithilfe des graphischen Taschenrechners kann ¢ bestimmt werden.

t =~ 12.53
In der 13. Woche ist das Becken vollstdndig mit Seerosen bedeckt.

B5

Dy =Dy = Dy 4~ [0;12,53]
W = [250; 1478583]

W, = [780; 281655]

Wy, = [1030; 1760238
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Didaktischer Kommentar:

Inhaltlicher Schwerpunkt dieser Aufgabe ist das Anwenden exponentieller Funktionen zur
Losung auBlermathematischer Problemstellungen. Vor der Bearbeitung dieser Aufgabe sol-
len die Schiilerinnen und Schiiler somit im Rahmen des Unterrichts lernen, mit Funktionen
flexibel und auf vielerlei Weise umzugehen. Insbesondere das Darstellen von Funktionen in
Wertetabellen, Graphen und in Termen sowie das Nutzen dieser zur Losung auflermathema-
tischer Problemstellungen werden hier vorausgesetzt. Zudem sollen die Begriffe Definitions-
und Wertebereich bekannt sein und in konkreten Situationen angegeben werden kénnen.
Die Teilaufgaben A1 bis A3 dienen zum einen der Bestimmung erforderlicher Gréflen und
zum anderen der Wiederholung und Vertiefung von Mafistabsverhéltnissen und dem Begriff
des Flacheninhalts.

Bei der Thematisierung von Wachstums- und Zerfallprozessen ergibt sich eine Vernetzung
zum Fach Biologie. Fiir die Bearbeitung der Teilaufgaben A4 bis A6 sollen die Schiilerinnen
und Schiiler in der Lage sein, Realsituationen aus dem Bereich Wachstumsprozesse in ma-
thematische Modelle zu iibersetzen. Hierbei soll ihnen bewusst sein, dass es sich im Fall der
Seerosenkolonie um einen exponentiellen Wachstumsprozess handelt.

Bei der Bearbeitung der Teilaufgabe A4 soll der Schiiler/die Schiilerin zunéchst die Funk-
tionsterme f(t) und g(t) in der Form f(t) = b-a' und g(t) = ¢ - d' mit den Parametern
a,d € R* und b,¢c € R angeben, um im Anschlul zwei kontextbezogene Wertetabellen zu
erstellen. Mithilfe dieser Tabellen sind die Funktionsgraphen f(¢) und g¢(¢) im kartesischen
Koordinatensystem zu zeichnen.

Mit den Fragen, wann die Kolonien gleich grof sind und wie viele Tage vergehen, bis das ge-
samte Becken mit Seerosen bedeckt ist, beschéftigen sich die Lernenden bei der Bearbeitung
der Teilaufgaben A6 und A7. Dem Schiiler / Der Schiilerin soll dabei bewusst sein, dass es
sich bei A6 anschaulich um den Schnittpunkt der Funktionsgraphen f(¢) und g¢(¢) handelt.
Um den Schnittpunkt der beiden Exponentialfunktionen f und g zu berechnen, miissen die
Lernenden mit den Logarithmusgesetzen vertraut sein. Diese sind vorab im Unterricht ein-
zufithren und einzuiiben. Um zu ermitteln, wann das gesamte Becken mit Seerosen bedeckt
ist, muss das Ergebnis aus Teilaufgabe A3 herangezogen und es muss sowohl die Fliche, die
von Art A als auch die, die von Art B eingenommen wird, beriicksichtigt werden, genauso
wie die Flache, die die Bronzeskulptur einnimmt.

Die Grenzen solcher Modellierungen liegen allerdings auf der Hand: Durch rdumliche Gege-
benheiten kénnen die Kolonien nicht unbegrenzt wachsen, weshalb der Sachverhalt nur ein-
geschrankt durch die Funktionsterme f(¢) und g(¢) beschrieben werden kann. Dies soll den
Schiilerinnen und Schiiler bei der Bearbeitung von Teilaufgabe A8 bewusst werden. Hierbei
sollen Definitions- und Wertebereich der Funktionen f(t), g(t) und f(t)+ g(t) angegeben wer-
den, die den geschilderten Sachverhalt sinnvoll beschreiben. In der Schulpraxis tritt nur der
Begriff des Wertebereichs, nicht aber der des Bildbereiches in Erscheinung, weshalb wir an
dieser Stelle auch nur ersteres bestimmen lassen. Sowohl der Definitionsbereich als auch der
Wertebereich sollen bei bekanntem Funktionsterm als Teilmenge von R angegeben werden.
Es wird vorausgesetzt, dass die Zahlenmenge R und ihre Eigenschaften bekannt sind.
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17 Das geometrische Quadrat im Einsatz

A1l Eine sinnvolle Schétzung kann mit Hilfe einer Vergleichsgrofle (z.B. Mensch, Fenster,
StraBenlaterne) durchgefithrt werden. Beispiel fiir eine konkrete Losung: Der Post Tower
besteht aus 44 iibereinanderstehenden Fenstern. Jedes Fenster hat eine Hohe von circa 3,5
Metern. Es ist:

44-3,5m =154 m

Der Post Tower ist demnach circa 154 Meter hoch.
A2 Die Messung fiihrt zu einem Winkel von 47 Grad.

A3 Die MaBe sind der folgenden Abbildung zu entnehmen. Die Messungen der Schiilerinnen
und Schiiler kénnen je nach Standort und Augenhéhe beim Messen abweichen.

A4 Gesucht ist die Hohe h. Mithilfe der Tangensfunktion lésst sich folgende Gleichung auf-
stellen, welche neben der Unbekannten A nur bekannte Groéflen beinhaltet.

_h+(e—a)

tan(a) = T < tan(a)-(b+c+d)=h+(e—a)

< h=tan(a) - (b+c+d)—(e—a)
Einsetzen der bekannten Werte liefert:

h =tan(47°)- (104 m +37,09m +21,1m )— (8,526 m — 1,18 m ) ~ 166,581 m

Die mit dem geometrischen Quadrat gemessene Hohe des Post Towers betrigt circa 166,58
Meter.

B1 Neben dem Erdgeschoss hat der Post Tower 38 Etagen. Mit den vorgegeben Werten ergibt
sich folgende Rechnung fiir die Héhe des Post Towers:

15,5m +(38-3,55 m) +12m = 162,40 m

Die genaue Hohe des Post Towers betrigt 162,40 Meter. Die Abweichung zu dem mit dem geo-
metrischen Quadrat gemessenen Ergebnis betrégt circa 4,18 Meter. Folgende Griinde kénnen
unter Anderem zur Abweichung beigetragen haben:

e Die Langen der Strecken a, b, ¢,d und/oder e wurden nicht exakt gemessen.

e Beim Ablesen des Winkels wurde das geometrische Quadrat nicht senkrecht gehalten.
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e Beim Ablesen des Winkels war das Auge des Messenden nicht auf der Hohe des Stroh-
halmes.

e Unebenheiten des Bodens (Es wurde vorausgesetzt, dass die Strecken b, ¢, d, und e
waagerecht sind).

B2 Die Messung fithrt zu einem Winkel von 52 Grad.

B3 Gesucht ist die Héhe h. Bekannt sind die Winkel o und 3, sowie der Abstand x und die
Hohen a und e. Die Herleitung der Formel verfolgt mehrere Schritte. Die folgende Abbildung
dient als Visualisierung des Losungsweges.

Schritt 1: 3 berechnen

Es ist:
180° =+ '

& B =180° -

Schritt 2: ~ berechnen
Nach dem Winkelsummensatz ist:

a+ B +~v=180°

Nach Schritt 1 folgt:
a+ (180° — ) + v = 180°
< a+180° — 5 —180° = —v
& —at+fB=vy
Schritt 3:

Nach dem Sinussatz gilt:
P x

sin(a)  sin(y)

x - sin(«)
Sp=""Tt
sin(7)
Nach Schritt 2 folgt:
x - sin(a)
sin(—a + f3)
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Schritt 4: k bestimmen
Mithilfe der Winkelfunktion des Sinus lasst sich & bestimmen:

< k=sin(f) p

Nach Schritt 3 folgt:
_ x-sin(a) - sin(f)

sin(—a + )

Schritt 5: h bestimmen
Zuletzt muss die Hohe der Treppe minus die Hohe des Messgerétes subtrahiert werden. Somit
ergibt sich die gesuchte Formel:

x - sin(a) - sin(f)

h= sin(—a + f)

—(e—a)

Nun koénnen die bekannten Werte o = 47°, 8 =52° x =20 m, a = 1,18 m und d = 8,526 m
in die Formel eingesetzt werden:

~ 20 m -sin(47°) - sin(52°)
B sin(—47° 4 52°)

h — (8,526 m — 1,18 m) ~ 124,90 m .

Mit diesem Verfahren ergibt sich eine Hohe von circa 124,90 Metern.

B4 Die exakte Hohe des Post Towers betréagt nach Teilaufgabe B1 162,4 Meter. Mit einer
Abweichung von 37,5 Meter ist das Ergebnis aus Aufgabenteil B deutlich ungenauer als das
aus Aufgabenteil A, welches lediglich um 4,18 Meter abweicht. Sowohl in dem Verfahren aus
Aufgabenteil A als auch in dem aus Aufgabenteil B werden die Lédngen der Strecken a und
e, sowie der Winkel o gemessen. Da fiir diese Gréflen in beiden Verfahren die gleichen Werte
verwendet wurden, konnen diese nicht zur Ungenauigkeit des Ergebnisses aus Aufgabenteil
B beigetragen haben. In Aufgabenteil A mussten zusétzlich die Ladngen der Strecken b, ¢ und
d gemessen werden, wihrend bei dem Vorgehen in Aufgabenteil B die Linge der Strecke
x, sowie ein weiterer Winkel 5 bestimmt werden musste. Die Tatsache, dass das Ergebnis
aus Aufgabenteil B zu einer deutlich grofleren Abweichung fithrt, lasst darauf schlieflen, dass
weniger die Messungenauigkeiten bei den Strecken am Boden, sondern vielmehr die Unge-
nauigkeiten bei der Verwendung des geometrischen Quadrates zur Irritation des Ergebnisses
beigetragen haben.

Didaktischer Kommentar:

In dieser Aufgabe sollen die Schiilerinnen und Schiiler mithilfe ihres selbstgebauten geome-
trischen Quadrates die Hohe des Post Towers ermitteln und ein Gefiihl fiir die Genauigkeit
ihrer Messdaten entwickeln. Elementare trigonometrische Beziehungen sollen an einem prak-
tischen Beispiel erfahren werden. Die Aufgabe untergliedert sich in die zwei Aufgabenteile A
und B. Pro Aufgabenteil lernen die Schiilerinnen und Schiiler eine Vorgehensweise kennen,
um mithilfe ihres Messinstrumentes die Hohe des Post Towers zu bestimmen.

Das geometrische Quadrat bietet als Vermessungsinstrument zwei grofle Vorteile: Zum einen
kann es aufgrund seiner einfachen Bauart ohne grofien Aufwand und mit geringen Kosten
hergestellt werden. Zum anderen lernen die Schiilerinnen und Schiiler mit seinem Gebrauch ein
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historisches Verfahren kennen, welches vollstdndig nachvollzogen und vor allem selbststéndig
durchgefiithrt werden kann. Dabei kann die Nachhaltigkeit noch gesteigert werden, wenn
die Lernenden ein solches Messinstrument selber herstellen. — Die Bauanleitung fiir das
geometrische Quadrat finden Sie auf unserer Homepage.

Vor dem Bearbeiten der Aufgabe sollte im Unterricht behandelt werden, wie mithilfe der tri-
gonometrischen Funktionen unbekannte Langen im rechtwinkligen Dreieck bestimmt werden
kénnen. Kenntnisse tiber die Begriffe Sinus, Kosinus, Tangens sowie Ankathete, Gegenkathete
und Hypothenuse werden vorausgesetzt. Der Begriff des Winkels sowie die Erkenntnis, dass
in einem rechtwinkligen Dreieck das Verhéltnis zweier Seitenldngen nur von der Grofle eines
Winkels abhéngt, sollten ebenfalls bekannt sein.

Die Teilaufgaben A3 sowie B2 sollen in Gruppenarbeit durchgefiihrt werden. Die Vermessung
in Dreiergruppen eignet sich hierbei optimal, da ein Lernender die Ausrichtung durch Beob-
achtung des Lots iberwachen kann, wiahrend ein anderer das Objekt anvisiert und ein Dritter
die Dokumentation der Messwerte vornimmt. Unter Verwendung der Definition des Tangens
soll in Teilaufgabe A4 eine Formel zur Berechnung der Gebdudehohe entwickelt werden. Die
Definition der Winkelfunktion wird dabei als bekannt vorausgesetzt. In Aufgabenteil B findet
schrittweise eine Fehlerbetrachtung statt. Gleichzeitig machen die Teilaufgaben B2 und B3
darauf aufmerksam, dass trigonometrische Funktionen nicht ausschlieflich in rechtwinkligen
Dreiecken Anwendung finden. Der Sinussatz wird in der Aufgabenstellung eingeleitet, sodass
die Kenntnis iiber seinen Inhalt nicht vorausgesetzt wird.

Im Anschluss an diese Aufgabe bietet es sich an, die Thematik auf allgemeine Dreiecke aus-
zuweiten. Neben einer nédheren Betrachtung des Sinussatzes ist es moglich, den Kosinussatz
durchzunehmen.
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18 Symmetrie und Blattstellung von Pflanzen / Pflanzen Fol-
gen Gesetzmafligkeiten

Al1/A2
Zygomorphe Bliite des Korallen- Disymmetrische Bliite des Kresse-
baums Schaumkrauts
Radidrsymmetrische Bliite der krie- Der Oleander mit einem Drehwinkel
chenden Hornnarbe von 72°

A3 Die Schiilerinnen und Schiiler sollen versuchen, folgendes zu erkennen: Wenn eine Figur
achsensymmetisch zu zwei aufeinander senkrecht stehenden Achsen ist, dann ist sie auch
drehsymmetrisch mit dem Winkel 180°.

B1 Die geschétzten Divergenzwinkel sollten im Bereich 120° — 144° 4+ 5° liegen, oder v = 90°
oder a = 180° sein.

B2 Individuelle Losungen sind moéglich. Losungsvorschlag: Die Schatten zweier aufeinander-
folgender Blétter konnen mithilfe einer Taschenlampe auf ein Stiick Papier projiziert werden.
Dann kénnen auf Hohe der Mittelrippen der Blatter zwei Linien eingezeichnet werden. Nun
kann mit dem Geodreieck der Winkel zwischen den zwei Geraden und somit der Divergen-
zwinkel gemessen werden.
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C1
f1:17 f2:]-7 f3:27 f4:3 f5:57

f6:87 f7:]-37 f8:217 f8:347 f12:55‘

C2 Die am héaufigsten beobachteten Blattstellungsquotienten und die dazugehorigen Diver-
genzwinkel sind:

Divergenzwinkel 180°): z.B. Tulpe und Gladiole.

o

w

: z.B. Pflanzen der Familie der Rosengewéchse.

( )
(Divergenzwinkel 120°): z.B. dreikantige Graser und Herbstzeitlose.
(Divergenzwinkel 144°)
( )

Divergenzwinkel 135°): z.B. bei den meisten Kohlarten oder Léwenmaul.

(Divergenzwinkel 138,46°): z.B. Lowenzahn, Sanddorn.

..J;
N — wlw U Wi ol
H‘m w‘m | | | |

(Divergenzwinkel 137,14°): z.B. Zapfen der Waldkiefer.

Beispiel:

Die grofie Telekie mit einem Blattstellungsquotienten von %

C3 Berechnet man weitere Folgenglieder der Fibonacci-Zahlen und setzt diese in die Folge
D,, ein, so kommt man zu folgender Feststellung: Die Folge D,, strebt gegen einen Winkel
von etwa 137,5°. Anders ausgedriickt:

lim D, ~ 137,5°
n—oo

Grund dafiir ist, dass der Quotient Ins1 g weier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen gegen

fn
den sogenannten Goldenen Schnitt H“[ konvergiert. Daher konvergiert ff” - 360° = ffil .

fn+1 o
e 360° gegen

2 2

: -360° ~ 137, 5°.
1+v5 1+5
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Didaktischer Kommentar:

In der Natur begegnen uns oft symmetrischen Formen, wie etwa bei Schmetterlingen und
Bliiten. Insbesondere die Achsensymmetrie bietet hier eine Vernetzung zum Fach Biologie,
denn die Botanik klassifiziert achsensymmetrische Bliitenstdnde abhéngig von der Anzahl der
Symmetrieachsen in zygomorph, disymmetrisch und radidrsymmetrisch. Den Lernenden soll
somit bewusst werden, dass die Symmetrie nicht nur in der Mathematik eine wichtige Rolle
spielt.

Die Teilaufgaben A1 bis B2 koénnen bereits in der sechsten Klassenstufe bearbeitet wer-
den. Vorab sollen im Rahmen des Fachunterrichts ebene Figuren auf Symmetrieeigenschaften
untersucht worden sein. Zudem sind im Vorfeld wichtige Fachbegriffe (Achsensymmetrie,
Drehsymmetrie, Spiegelachse etc.) einzufiihren und die sachangemessene Anwendung dieser
sicherzustellen. Eine weitere Kompetenz, die sich in den Kontext der sechsten Jahrgangsstufe
einordnen lésst, ist das Messen und Schitzen von Winkeln. Fiir die Bearbeitung der Teilauf-
gaben B1 und B2 wird vorausgesetzt, dass der Schiiler bereits eine Grundvorstellung von
Winkelgréflen hat. Zudem wird erwartet, dass das Geodreieck zum Messen und Zeichnen von
Winkeln genutzt werden kann.

Konvergenz und Grenzwerte sind zentrale Konzepte der Analysis. Stellen wir uns nun die
Frage, inwiefern der Grenzwertbegriff in der Schulmathematik eine Rolle spielt, so besagt
der Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe 2: Schiilerinnen und Schiiler sollen bis zum Ende
der Einfithrungsphase auf Grundlage eines propéddeutischen Grenzwertbegriffs an Beispielen
den Ubergang von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate erliutern kénnen. Wir
kénnen somit davon ausgehen, dass Schiilerinnen und Schiiler spatestens am Ende der Einfiih-
rungsphase tiber Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff verfiigen, die in der Differential-
und Integralrechnung wieder aufgegriffen werden. Der Begriff des Grenzwertes fillt ndmlich
erneut bei dem Ubergang von der Produktsumme zum Integral.

Der Folgenbegriff hingegen kommt in den Bildungsstandards nicht mehr vor. Er ist jedoch
ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Entwicklung des Unendlichkeits- und Grenzwertbegriffs. Mit
den Fibonacci-Zahlen soll dazu motiviert werden, im Unterricht auch einen Blick auf Folgen
zu werfen.

Die Bearbeitung der gesamten Aufgabe wird empfohlen, sobald Schiilerinnen und Schiiler der
Einfiihrungsphase iiber die genannten Kompetenzen verfiigen. Eine weitere Moglichkeit fiir
die Bearbeitung dieser Aufgabe bietet sich im Rahmen einer Projektwoche, beispielsweise
zum Thema ,Mathematik in der Natur®, an.
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