‘ mMATHEMATISCHE L%ggHIM li\ hOUSdorFF

UNIVERSITAT =8 SPAZIERGANGE STELS CENTER FOR MATHEMATICS

Einen Sportplatz fair messen

Genormte Strecken und Flachen

Hinweis: Diese L6sung wurde an einem Sportplatz in 52499 Baesweiler erstellt und stellt ledig-
lich einen Lésungsvorschlag dar. Je nach Lernort weichen die Ergebnisse ab.

A1l Folgende Messdaten sind auf dem Sportgeldnde erhoben worden:

Lange des FuBballfeldes: 99,4 Meter Lange des 5-Meterraumes: 5,5 Meter
Breite des FulRballfeldes: 66,76 Meter Breite des 5-Meterraumes: 18,32 Meter
Lange des 16-Meterraumes: 16,5 Meter Hohe des Tores: 2,44 Meter

Breite des 16-Meterraumes: 40,32 Meter Breite des Tores: 7,32 Meter

A2 Durch die Schrittlangenmethode kdnnen Unterschiede zwischen den Normwerten und den
Messdaten entstanden sein. AuBerdem gibt es einen gewissen Spielraum fiir die GréRe eines
FuRRballfeldes in Deutschland, sodass sich die hier gemessenen Langen und Breiten von denen
an anderen Lernorten unterscheiden kénnen.

A3 Die zu berechnenden Flachen sind Rechtecke. Der Umfang eines Rechtecks Ug mit den Sei-
tenlangen a und b lasst sich wie folgt berechnen:

Us=2-a+2-b

Mit den GroéRen aus Teilaufgabe A1 ergibt sich fiir den Umfang des gesamten Feldes Uges., des
halben Feldes Upap, des 16-Meterraumes Usgm und des 5-Meterraumes Uspy,:

Uges. = 2-99,4m +2- 66,76 m = 332,32 m

99,4 m
Uhalo = 2 -

+2-66,76 m = 232,92 m

Uem =2-16,5m+2-40,32m = 113,64 m
Usm=2-55m+2-18,32m = 47,64 m

Der Flacheninhalt eines Rechtecks Ag mit den Seitenlangen a und b lasst sich wie folgt berech-
nen:

AR:a~b

Mit den GréRen aus Teilaufgabe Al ergibt sich fiir den Flacheninhalt des gesamten Feldes Ags.,
des halben Feldes Ay, des 16-Meterraumes A1gm und des 5-Meterraumes Asy,:

Ages. = 99,4 m - 66,76 m ~ 6.635,94 m?
99,4 m

Apaip = - 66,76 m ~ 3.317,97 m?

Azgm = 16,5 m - 40,32 m = 665,28 m?
Asm = 5,5 m-18,32 m = 100,76 m?
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A4 Den Anteil des jeweiligen Flacheninhaltes P, berechnet man, indem der jeweilige Flachen-
inhalt A; durch den gesamten Flacheninhalt Ages. geteilt wird:

p— A
I Ages.
Damit ergibt sich fir die Anteile:
6.635, 94 m? B
ges. — W =1=100%
3.317,97 m? B
halb = W =0,5=50%
665, 28 m?
Piom = E?ii§?i£%?'g’o’loo3gz 10, 03%
100, 76 m?
I%m::Eggggi%ﬁﬁu04n52z;L52%

A5 Hier wird nach der spielfeldzugewandten Seite des Tores gefragt. Da es sich auch hierbei um
ein Rechteck handelt, folgt mit den GréRen aus Teilaufgabe Al:

Ator =7,32m - 2,44 m ~ 17,86 m?

Die zu treffende Flache beim Torschuss ist 17,86 Quadratmeter groR.

A6 In diesem Beispiel werden finf Menschen bendtigt, um die Linie zwischen zwei Torpfos-
ten auszufillen.

B1 Die Sprunggrube kann als Quader aufgefasst werden.

B2 Um die rechteckige Flache bestimmen zu kdnnen, missen die Lange und die Breite der
Sprunggrube gemessen werden:

Lange der Grube Lg: 7,87 Meter Breite der Grube Bg: 5,38 Meter
Damit ergibt sich fir die Flache der Sprunggrube Ag:
Ag=Lg-Bg=17,87m-5,38m ~ 42, 34 m?

Die Flache, die den Sportlerinnen und Sportlern zur Verfligung steht, um in den Sand zu sprin-
gen, betragt 42,34 Quadratmeter.

B3 In dieser Teilaufgabe soll das Volumen bestimmt werden, wenn die Sprunggrube (hier: der
Quader) vollstandig mit Sand befiillt ist. Dazu muss die Tiefe der Grube gemessen werden.

Tiefe der Grube T5: 0,23 Meter

Das Volumen der Sprunggrube Vi kann mit der Volumenformel eines Quaders berechnet wer-
den:

Vo=1Ls Bs-Ts="7,87m-538m-0,23m ~ 9, 738 m?
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Nun mussen die Kubikmeter in Liter umgerechnet werden:
1m? = 1.000 dm® = 1.000]
Damit folgt fiir das Volumen in Litern:
Vo =9,738m? = 9.738dm® = 9.738

Es befinden sich im Idealfall 9.738 Liter Sand in der Grube.

B4 Analog zu Teilaufgabe A4 kann der Anteil der individuellen Weite P, mit der Lénge der Grube
Lg und der individuellen Lange L; wie folgt berechnet werden:

L L;
P=—=100- —9
' Le Ls
Beispiel: Mit L; = 3,20 Meter ergibt sich:
3,20m

Sprung — m ~ 0, 4066 = 40, 66 %

C1 Bei dem Experiment sind folgende Daten erhoben worden:
¢ Umfang des Mittelkreises: 180 Schuhldngen
e Durchmesser des Mittelkreises: 58 Schuhldangen
e Umfang des KugelstoBkreises: 26 Schuhlangen
e Durchmesser des KugelstoRRkreises: 8 Schuhlangen

C2 Im Folgenden wird die Schuhlange durch die Variable S beschrieben. Es ergeben sich folgende
Verhaltnisse:

180S
T Mittelkreis = E ~ 3,1034
26S
TTKugelstoRkreis = g =3,25

C3 Zuniachst werden der Radius des Mittelkreises wmittelkreis UNd der Radius des KugelstoRRkreises
TkugelstoRkreis als die Halfte der Durchmesser aus Teilaufgabe C1 berechnet. Mit einer beispielhaf-
ten Schuhlange von 31,5 Zentimetern ergibt sich:

dyittelkrei 58
ittelkreis = “’““T‘*'kre's '§=7-31.5em=913,5em =9,135m

d : 8
T'kugelstoBkreis = w 8= 31,5em = 126cm = 1,26m

Damit lasst sich auch fiir beide Kreise das Quadrat des Radius berechnen:

TQMittelkreis = (97 135 m)2 ~ 83,45 m?

2
Taugelstoﬁkreis - (17 26 m) ~ 1,59 m2

Flr eine Schatzung des Flacheninhalts der beiden Kreise muss der Flacheninhalt eines gleich-
schenkligen Dreiecks einmal fir den Mittelkreis und einmal fiir den KugelstoRRkreis berechnet
werden. Ein gleichschenkliges Dreieck hat den Flacheninhalt:

1

Abreieck = PR s-h
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Die Hohe h eines gleichschenkligen Dreiecks mit Schenkelldange r und Grundseite s lasst sich
wie folgt berechnen:

(%>2+h2:r2 & h= 7“2—(;)2

Hier soll die Grundseite s die Lange des Schuhs (in unserem Beispiel 31,5 cm = 0, 315 m) sein,
sodass mit den beiden eben berechneten Radien folgt:

5\2 0,315m\?
hwmittelkreis = \/Tl%/IitteIkreis - (5) = \/83, 45m?2 — (2> ~9,13m
2 5\ 2 9 0,315m 2
hugelstoBkreis = T'kugelstoRkreis — (§> =4/1,59m= — 9 ~1,25m

Daraus folgt:

1
Abreieck Mittelkreis = 5 -0,315m-9,13m~ 1,44 m2
1
ADreieck KugelstoRkreis — 5 . O, 315m - 1, 25m =~ 0, 2 m2

Mit der Anzahl der Schuhldangen S des Umfangs aus Teilaufgabe C1 ergibt sich fiir den Flachen-
inhalt des Kreises:

Akreis = S - Apreieck
Somit ergibt sich fiir den angendherten Flacheninhalt:
Aittelkreis =~ 180 - 1,44 m? = 259, 2m?

AKugelstoBkreis ~ 26 - 07 2 m2 = 5, 2 m2
C4 Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe C3 ergeben sich folgende Verhaltnisse:
AMitteIkreis o 259, 2 m2

TMittelkreis = —5 = ~ 3,1061
Mittelkreis 837 45 m2
AgugelstoRkrei 5,2m?
T'KugelstoRkreis = 2uge stoBkrels — 1 50m2 ~ 3,2704

KugelstoRkreis

C5 Die Ergebnisse weichen leicht von der Zahl 7 = 3,14159... ab, sodass die nach m um-
gestellte Formel sinnvoll erscheint. Abweichungen kénnen dadurch entstehen, dass man nur
natirliche Zahlen bei der Anzahl der Schuhldangen zulasst. AuRerdem ist eine Messung des Fla-
cheninhalts mit der Schuhldange nur eine Anndherung, da die Schuhe meist gerade sind und
somit der Flacheninhalt mit Dreiecken abgeschatzt wurde. Das Ergebnis des Mittelkreises ist
genauer, da dieser grofRer ist.

D1 Um zu testen, ob die Verbindungen der beiden Geraden echte Halbkreise sind, kann man
wie folgt vorgehen: Man nimmt an, dass es sich um Halbkreise handelt. Dann muss erfillt sein,
dass vom Mittelpunkt aus alle Punkte auf der Laufbahn gleich weit entfernt sind (auf dem zu
untersuchenden Stiick). Man kann also den Radius an einer beliebigen Stelle messen und dann
an weiteren Punkten auf dem Verbindungsstlick der Geraden testen, ob dieser lberall gleich
ist. Am Beispiellernort liegen folgende Messwerte vor:

ri=36,15m 7o =236,3Tm 735=236,49m 7rs=36,03m 75=236,7lm
76 =36,33m r7=36,71m 75=236,3Tm 7ro=36,41m 71 =36,15m
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Da bei etwa zehn Messungen immer ungefdhr dasselbe gemessen wurde, kann davon ausge-
gangen werden, dass die Verbindungsstrecken zwischen den Geraden echte Halbkreise sind.

D2 Wenn man die Laufbahnin die beiden geraden Teilstlicke Agerage Und einen Kreisring Areisring
aufteilt, lisst sich der Fliacheninhalt der Bahn Agan, Wie folgt bestimmen:

ABahn =2 AGerade + AKreisring

Um das Flachenstlick einer Geraden auf der Laufbahn Agerade, Was die Form eines Rechtecks
hat, berechnen zu kénnen, muss die Breite Biaufahn Und die Lange des geraden Stlickes Lgerade
gemessen werden.

Breite der Laufbahn Bgerage : 7, 32 Meter Lange der Laufbahn Lgerade : 84,63 Meter

Damit ergibt sich:
Agerade = Blaufbahn * Lerade = 7,32m - 84,63 m ~ 619,49 m?

Um Akreisring berechnen zu kénnen, kann folgende Formel mit dem AuRenradius 73ugen Und dem
Innenradius 7jhnen angewendet werden:

AKreisring =m:- ((Tauﬁen)2 - (Tinnen)Q)

Fiir den Innenradius 7innen kann das arithmetische Mittel der Messwerte r; aus Teilaufgabe D1

genutzt werden:
10

r:
r _ 1';1 ! __ 36,15 m4-36,37 m+4-36,49 m+36,03 m+36,71 m+36,33 m+36,71 m4-36,37 m4-36,41 m4-36,15m
Innen — 10 - 10
~ 36,37Tm

Damit kann r4,zen Wie folgt bestimmt werden:
Tauken = Tinnen + Blaufbahn = 36,37m + 7,32m = 43,69 m
Somit gilt fiir den Flacheninhalt des Kreisrings Agreisring:
Agreisring = T - (43,69 m)? — (36,37 m)?) ~ 1.841, 1 m?
Somit gilt fiir den Flacheninhalt der Laufbahn:
Agapn = 2 - 619,49 m? 4 1841, 1 m? = 3.080, 08 m?

Die Flache der Laufbahn betragt 3.080,08 Quadratmeter.

D3 Dieinnere Bahn ist am kiirzesten und die duRere Bahn am langsten. Um die Lénge der Bahnen
zu bestimmen, braucht man neben den beiden geraden Teilen der Runde auch den Radius des
jeweiligen Halbkreises, da dieser den Unterschied zwischen den Langen der Bahnen ausmacht.
Mit beliebigem Radius 7; gilt fir die Lange der i-ten Bahn Lgann (i):

Lgahn iy = 2 Lgerade +2-m -7

Nun missen die Radien der inneren und dufSeren Bahn bestimmt werden. Da sich auf der Lauf-
bahn sechs Bahnen nebeneinander befinden, ist die Breite einer Bahn Bagjne pahn €in Sechstel
der Gesamtbreite.

1 1
Beine Bahn = 6 : BLaufbahn = 6 : 77 32m = 17 22m
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Da angenommen wird, dass genau in der Mitte der jeweiligen Bahn gelaufen wird, gilt:

B 1,22m

Tinnere Bahn = Tinnen + %Bahn =36,37Tm+ =36,98m
B 1,22m

T"suRere Bahn = TauRen — %Bahn =43,69m — =43,08m

Damit ergibt sich fiir die Langen der beiden Bahnen:

Linneregahn = 2 - 84,63 m +2 - - 36,98 m ~ 401,61 m
Lsugereahn = 2-84,63m +2-7-43,08m ~ 439,94 m

= Differenz = | Linnere Bahn — Liugere Bahn| = 401,61 m — 439,94 m| = 38,33 m

Die innere Bahn hat eine Lange von ungefdhr 401,61 Metern. Die duBere Bahn hat eine Lange
von ungefdhr 439,94 Metern. Daraus resultiert, dass die Differenz dieser beiden Strecken 38,33
Meter betragt.

D4 Da die auRere Bahn circa 40 Meter langer ist als die innere, ist es fair, wenn die Person,
die auf der duBeren Bahn lauft, 40 Meter vor der Person auf der inneren Bahn starten darf. Dies
|asst sich am besten auf der graden Strecke der Laufbahn abmessen.

Bei diesem Mathematischen Spaziergang sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit bekann-
ten Formeln zur Flachen- und Korperberechnung auseinanderzusetzen, diese anwenden und
verinnerlichen. Der Spaziergang richtet sich an Schilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe 1.
Die Aufgabe ist in drei Aufgabenteile unterteilt, welche unabhdngig voneinander bearbeitet
werden kdnnen. Jeder Aufgabenteil benotigt etwa 45 bis 60 Minuten.

In Aufgabenteil A beschaftigen sich die Schilerinnen und Schiiler mit dem FuBballfeld. Sie sol-
len Strecken abmessen und auf ihr Wissen zur Flachen- und Umfangberechnung von Rechtecken
zurilickgreifen. AuBerdem missen Verhaltnisse berechnet werden.

In Aufgabenteil B werden Berechnungen an einer Sprunggrube durchgefiihrt. Die Schilerinnen
und Schiiler sollen in ihr die Form eines Quaders erkennen und Volumen- und Verhaltnisberech-
nungen durchfiihren.

In Aufgabenteil C, welcher flir héhere Schulklassen konzipiert wurde, liegt der Fokus auf der
Kreiszahl 7. Durch Experimente kdnnen sich die Schiillerinnen und Schiiler einfacher merken,
wie die Formeln fiir den Umfang und den Flacheninhalt eines Kreises lauten. AuRerdem verste-
hen sie dadurch, dass das Verhaltnis von Umfang zu Durchmesser bzw. von Flacheninhalt zum
Quadrat des Radius bei jedem Kreis gleich ist.

In Aufgabenteil D wenden sich die Schiilerinnen der Laufbahn zu. An ihr wiederholen sie die
Definition eines Kreises und die Flachenberechnung von Rechtecken und Kreisringen.
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